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Введение

Актуальность работы. Интерес к нелинейным колебаниям решетки воз­
рос в последние десятилетия после открытия возможности существования ло­
кализованных в пространстве колебаний большой амплитуды, называемых дис­
кретными бризерами (ДБ) [1—3]. Кроме того, Чечиным и Сахненко была раз­
вита теория бушей нелинейных нормальных мод [4], которые позже в физике
кристаллов были названы делокализованными нелинейными колебательными
модами (ДНКМ). Установление тесной связи между ДБ и ДНКМ открыло воз­
можность нахождения ДБ в решетках высокой размерности. Способ построения
ДБ в квадратной скалярной решетке, основанный на симметрийно-определен­
ных инвариантных многообразиях, рассматривался авторами работы [5]. Такой
подход к изучению ДБ может быть распространен на двумерные и трехмерные
решетки [6; 7].

ДБ интересны в физике конденсированного состояния поскольку они осу­
ществляют транспорт локализованной энергии по кристаллической решетке [8].
ДБ могут облегчать преодоление потенциальных барьеров образования или ми­
грации дефектов кристаллической решетки. Другим важным для физики кри­
сталлов эффектом нелинейности является передача энергии нелинейной решет­
ке от периодического внешнего воздействия на частоте за пределами спектра ма­
лоамплитудных колебаний (явление супратрансмиссии). Важно, что названные
выше эффекты нелинейности являются общими и проявляются в нелинейных
решетках любой размерности, хотя имеются определённые аспекты, связанные
с размерностью решетки. Это говорит о возможности изучения многих эффек­
тов нелинейности на примере относительно простых решеток, где физическая
суть явления проявляется наиболее ярко.

Большую роль в физике конденсированного состояния и в физике нелиней­
ных явлений сыграли двумерные решетки. Квадратная решетка использовалась
для изучения ферромагнетизма [9], при изучении нелинейных возбуждений в
кристалле слюды [10], нелинейной локализации энергии в фотонных кристал­
лах [11]. Бурлаковым с соавторами удалось возбудить устойчивый покоящийся
ДБ в квадратной нелинейной решетке [12], но попытки получения движущих­
ся ДБ не увенчались успехом. В работе [13] доказано существование ДБ в тре­
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угольной и квадратной решетке с потенциалом Морзе. Методология построения
двумерных ДБ в квадратной решетке рассматривалась в работе [14], где было
выявлено три типа ДБ (стабильный, нестабильный и промежуточный типы). В
работе [15] изучены ДБ, возникшие в результате потери устойчивости ДНКМ в
квадратной решетке, а в работе [7] ДБ на поверхности упорядоченного сплава.

Несмотря на имеющиеся достижения в изучении нелинейной динамики
двумерных решеток остается ряд важных неизученных проблем, одной из ко­
торых является учет дальнодействия, что особенно важно для физики твердо­
го тела. Химическая связь в металлах, а также кулоновские взаимодействия
в ионных кристаллах являются дальнодействующими, что открывает вопрос
о возможных новых эффектах в нелинейной динамике решеток, связанных с
дальнодействием.

С учетом вышеописанных исследований можно заключить, что изучение
нелинейной динамики квадратной решетки с учетом дальнодействия являет­
ся важной и актуальной задачей физики конденсированного состояния. Дан­
ная диссертационная работа направлена на изучение ДНКМ и ДБ в квадрат­
ной решетке, где взаимодействие между частицами описывается потенциалом
𝛽-ФПУЦ (Ферми-Паста-Улама-Цингоу), и учитываются взаимодействия вплоть
до четвертого соседа.

Степень разработанности темы исследования. Несмотря на то, что
было проведено множество исследований, направленных на изучения нелиней­
ной динамики решеток, существует немало нерешённых задач в этой области,
например, практически не изучен эффект дальнодействующих связей между
частицами на динамику ДНКМ и возможность существования различных ти­
пов ДБ. Именно в физике кристаллов важен учет дальнодействия. В металлах
это связано с делокализацией электронов проводимости, а в ионных кристал­
лах с наличием медленно затухающего с расстоянием (1/𝑟) кулоновского взаи­
модействия. Это говорит о недостаточной степени разработанности темы иссле­
дования и необходимости дальнейшей работы в данном направлении. Эффект
дальнодействия в данной работе изучается на примере квадратной решетки с
потенциалом 𝛽-ФПУЦ.

Цель работы: Разработка численных методов возбуждения стационар­
ных и движущихся дискретных бризеров в квадратной решетке с дальнодей­
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ствующим потенциалом 𝛽-ФПУЦ, получаемых путем наложения функций ло­
кализации на ДНКМ и по механизму супратрансмиссии.

Для достижения поставленной цели сформулированы следующие задачи:
1. Вывести дисперсионные соотношения для фононных волн в квадратной

решетке с дальнодействующим потенциалом.
2. Найти новые типы стационарных и движущихся дискретных бризеров

в квадратной решетке с дальнодействующим потенциалом при помощи
наложения функции локализации на ДНКМ.

3. Описать эффект супратрансмиссии в квадратной решетке от пары со­
седних атомов, совершающих вынужденные колебания по гармониче­
скому закону.

4. Описать эффект супратрансмиссии в квадратной решетке от одного
плотноупакованного ряда квадратной решетки, совершающего вынуж­
денные гармонические колебания.

Научная новизна:
1. Впервые для квадратной решетки с дальнодействующими взаимодей­

ствиями аналитически получены дисперсионные соотношения для фо­
нонов, найдены амплитудно-частотные характеристики и волновые век­
торы всех возможных 16-и ДНКМ. Показано, что 5 из 16-и ДНКМ мо­
гут иметь частоту выше фононного спектра, а именно ДНКМ 1, 6, 7, 9
и 16, что важно для изучения ДБ в рассматриваемой решетке.

2. Впервые описаны новые стационарные ДБ на основе ДНКМ 6 и 9 квад­
ратной решетки с дальнодействием, которые не могут существовать в
решетке без учета дальнодействия. Получен движущийся ДБ в квад­
ратной решетке, тем самым решена задача Бурлакова для квадратной
решетки.

3. При рассмотрении эффекта супратрансмиссии от пары колеблющихся
атомов в квадратной решетке впервые найдены критические частоты в
зависимости от амплитуды вынужденных колебаний, при превышении
которых энергия перестает поступать в квадратную решетку. При ча­
стотах внешнего воздействия на частотах близких к критическим, про­
исходит генерация движущихся ДБ, испускаемых периодично, а при
уменьшении частоты воздействия периодичность в испускании ДБ те­
ряется.
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4. При изучении супратрансмиссии от ряда колеблющихся атомов в квад­
ратной решетке установлено, что ДБ могут испускаться при внешнем
воздействии на частоте внутри фононного спектра близко к его верхней
границе. Впервые показано, что данный вывод справедлив и для случая
квадратной решетки с дальнодействующими взаимодействиями.

Теоретическая и практическая значимость работы: Продвижение
в теории состоит в выводе и анализе дисперсионного соотношения и в получении
аналитических выражений для амплитудно-частотных характеристик ДНКМ в
рамках кубического приближения для квадратной решетки с учетом взаимодей­
ствий до четвертого соседа включительно. Кроме того, численно определены
параметры периодических внешних воздействий на решетку, при которых воз­
буждаются движущиеся ДБ. Показано, что частота внешнего воздействия при
этом может находиться в фононном спектре решетки, недалеко от его края. С
практической точки зрения работа важна тем, что в металлах и ионных кри­
сталлах важен учет дальнодействия, проведённый в данной работе. Установле­
но, что в решетке с дальнодействием возможны новые типы ДБ, которые не
реализуются в решетке со взаимодействием только между первыми и вторыми
соседями. Более полное представление о типах ДБ, поддерживаемых квадрат­
ной решеткой с дальнодействием, ставит задачу поиска новых ДБ в кристаллах
с металлической и ионной связью, где учет дальнодействия может оказаться
важным.

Положения, выносимые на защиту:
1. Пять из шестнадцати ДНКМ квадратной решетки 𝛽-ФПУЦ с дально­

действием могут иметь частоту выше фононного спектра, а без учета
дальнодействия - только две ДНКМ.

2. Квадратная решетка с дальнодействием может поддерживать новые
типы ДБ, которые не существуют в решетке без дальнодействующих
взаимодействий.

3. Различные типы ДБ возможны в квадратной решетке с дальнодействи­
ем при условии, что жесткость связей убывает с расстоянием, как и
жесткость химических связей в кристаллах.

4. В квадратной решетке движущиеся ДБ могут испускаться квази-пери­
одически парой атомов, совершающих вынужденные колебания на ча­
стоте выше фононного спектра решетки.
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5. В квадратной решетке с дальнодействием ДБ могут испускаться при
вынужденном внешнем воздействии на частоте внутри фононного спек­
тра близко к его верхней границе.

Достоверность результатов работы подтверждается корректной по­
становкой задач исследования, использованием строгих математических мето­
дов кристаллографии при построении ДНКМ и известных аналитических мето­
дов получения дисперсионных кривых для малоамплитудных фононных мод.
Численные результаты получены с применением высокоточных устойчивых чис­
ленных схем для интегрирования систем нелинейных уравнений движения вза­
имодействующих частиц. Полученные результаты физически непротиворечивы
и, где возможно, сопоставлены с результатами других авторов.

Апробация работы: Результаты исследований были представлены на
российских и международных конференциях, таких как: «Ультрамелкозерни­
стые и наноструктурные материалы - 2022» (г. Уфа, Республика Башкортостан,
Россия, 3-7 октября 2022 ), «Современные физика, математика, цифровые и на­
нотехнологии в науке и образовании (ФМЦН-23)», посвященная 80-летию со
дня рождения д.ф.-м.н., профессора Р.С. Сингатуллина (г. Уфа, Республика
Башкортостан, Россия, 18-20 апреля 2023 г.), ХIV Международная школа-кон­
ференция студентов, аспирантов и молодых ученых «Фундаментальная мате­
матика и ее приложения в естествознании», посвящённой 75 - летнему юбилею
профессоров Я.Т. Султанаева и М.Х. Харрасова (спутник Международной на­
учной конференции «Уфимская осенняя математическая школа-2023») (г. Уфа,
Республика Башкортостан, Россия, 8 - 11 октября 2023 г.), Х межрегиональная
школа-конференция молодых ученых-физиков (г. Уфа, Республика Башкорто­
стан, Россия, 25 – 26 апреля 2024 г.), «Ультрамелкозернистые и наноструктур­
ные материалы - 2024» (г. Уфа, Республика Башкортостан, Россия, 30 сентября-
4 октября 2024).

Личный вклад автора работы:
В работе над диссертацией автор самостоятельно изучил и обобщил на­

учную литературу по теме исследования. Вывел дисперсионные соотношения
для квадратной решётки с дальнодействием. Получил аналитические выраже­
ния амплитудно-частотных характеристик ДНКМ в кубическом приближении,
а также провел численное моделирование дискретных бризеров, полученных на­
ложением функции локализации на ДНКМ. Провел численное моделирование
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явления супратрансмиссии в квадратной решетке. Модифицировал программы
компьютерного моделирования под свои задачи, принял непосредственное уча­
стие в интерпретации и анализе полученных результатов, формулировке выво­
дов, подготовке научных статей и тезисов докладов к публикации. В работах,
опубликованных в соавторстве, соискателю принадлежат основные аналитиче­
ские результаты и результаты численного моделирования ДНКМ и дискретных
бризеров в квадратной решетке 𝛽-ФПУЦ.

Публикации. По материалам диссертационной работы опубликовано 6
статей в журналах, из них 5 в изданиях, входящих в базы данных Web of Science
и Scopus (три статьи в журналах квартиля Q1), а также тезисы 5 докладов на
Международных и Всероссийских конференциях.

Финансирование работы. Работа поддержана грантами Российского
научного фонда №№ 21-19-00813, 21-12-00229 и 24-11-00139.

Объем и структура диссертационной работы. Диссертация состоит
из введения, четырёх глав и заключения. Полный объём диссертации состав­
ляет 101 страницу с 23 рисунками и 1 таблицей. Список литературы содер­
жит 167 наименований.
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Глава 1. Обзор работ по нелинейной динамике решетки
применительно к физике кристаллов

1.1 Важные достижения в нелинейной динамике решетки

Интерес к нелинейным колебаниям решетки вызван, с одной стороны, на­
личием в природе и технике периодических в пространстве дискретных систем,
а с другой стороны тем, что во многих областях применения они могут подвер­
гаться высокоамплитудным воздействиям, когда начинает проявляться нели­
нейная природа связей между частицами. Оказалось, что учет нелинейности
приводит к ряду новых, достаточно общих эффектов, которые могут прояв­
ляться в решетках любой размерности и со взаимодействиями между частица­
ми различных типов. Некоторые из таких эффектов будут представлены ниже.

1.1.1 Дискретные бризеры

Важным эффектом нелинейности в дискретных периодических струк­
турах является возможность существования пространственно локализован­
ных колебаний большой амплитуды, которые получили название "дискретные
бризеры" (ДБ) (или внутренние локализованные моды) [1—3; 8; 16; 17]. Коле­
бания, локализованные на дефектах, могут быть реализованы и в случае ли­
нейных взаимодействий, однако ДБ существуют в бездефектных решетках, но
только за счет нелинейности. Для существования ДБ необходимы два условия
- дискретность и нелинейность среды. Дискретность обеспечивает ограничен­
ность спектра малоамплитудных колебаний решетки, а нелинейность даёт воз­
можность частоте колебаний ДБ выйти из этого спектра. Колеблясь на частоте
вне спектра малоамплитудных колебаний, ДБ не затрачивает свою энергию на
их возбуждение и, теоретически, в отсутствии возмущений, может существо­
вать вечно [3; 17].

Исторической справедливости ради отметим, что первооткрывателем ДБ
является советский физик Долгов [1], но его работа не была замечена широкой
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научной общественностью, и двумя годами позже ДБ были независимо переот­
крыты Сиверсом и Такено [2].

ДБ исследовались в различных нелинейных дискретных системах, но нас
в наибольшей степени интересуют ДБ в кристаллах. Эта тема обсуждалась в из­
вестной работе Манли [18], где, основываясь на известных экспериментальных
данных, говорилось о влиянии ДБ на теплоемкость, механические свойства и
тепловое расширение 𝛼-урана.

На ДБ может быть локализована энергия порядка нескольких эВ [19],
кроме того, перемещаясь по кристаллической решетке, ДБ способны транспор­
тировать её [20—23]. Эта локализованная энергия может привести к модифи­
кации дефектов [24], помочь в преодолении порога миграции дефектов [25; 26]
или понизить потенциальный барьер испарения атома с поверхности кристал­
ла [7]. ДБ способны аккумулировать и переносить электрический заряд, что
объясняет появление электрического тока в кристаллах, не имеющих свобод­
ных зарядов [27—30].

ДБ снижают теплопроводность кристаллов, особенно при высоких тем­
пературах, поскольку на них рассеиваются фононы [31; 32]. При превышении
определенной температуры популяция ДБ возрастает настолько, что может на­
блюдаться переход от баллистической теплопроводности к диффузионной [31].

В ряде работ [33; 34] было показано, что хаотические ДБ, возникающие в
результате модуляционной неустойчивости ДНКМ, изменяют тепловое расши­
рение, теплоемкость и константы упругости нелинейных решеток.

1.1.2 Делокализованные нелинейные колебательные моды
(ДНКМ)

В 1962 году Розенберг указал на возможность существования точных ре­
шений динамики решетки, диктуемых симметрией решетки [35]. Эта идея была
развита в работах Чечина и Сахненко [4; 36; 37], в результате чего был создан
теоретико-групповой подход к нахождению подобных точных решений, назван­
ных авторами бушами нелинейных нормальных мод (БННМ). Метод применим
к решеткам любой размерности и сложности, а также к молекулам, и отталки­
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вается он от рассмотрения исключительно симметрии решетки или молекулы, а
значит, все получаемые решения существуют для любых типов взаимодействия
между частицами.

В более поздних работах, применительно к решеткам, БННМ именова­
лись делокализованными нелинейными колебательными модами (ДНКМ) [8;
38—40]. Заметим, что делокализованные колебания нелинейных решеток изу­
чены гораздо меньше, чем ДБ. ДНКМ могут быть многокомпонентными, то
есть являться суперпозицией нескольких колебательных мод. Однокомпонент­
ные ДНКМ периодичны в пространстве и во времени, характеризуются одной
частотой колебаний, в то время как 𝑚-компонентные ДНКМ имеют 𝑚 степеней
свободы с 𝑚, вообще говоря, несоизмеримыми частотами.

Как отмечено выше, БННМ могут быть построены для молекул с учетом
их точечной симметрии, а для нелинейных решеток - на основе их простран­
ственной симметрии. Примерами могут служить одно- и двухкомпонентные
ДНКМ в молекуле SF6 [41] и в нелинейных цепочках [42—44].

На первый взгляд может показаться, что между ДБ и ДНКМ нет ни­
чего общего, но оказалось, что между ними существует взаимосвязь. ДНКМ,
найденные для цепочки и двумерной треугольной решетки, были использованы
для построения одномерных и двумерных ДБ в ГЦК-металлах [45—47]. ДНКМ
были использованы для обнаружения ДБ нового типа в треугольной решетке
Морзе [48; 49], в ОЦК-металлах [50] и в треугольной 𝛽-ФПУЦ решетке [51].
ДНКМ гексагональной решетки [52] изучались в отношении двумерных мате­
риалов [53], таких как нитрид бора [54] и графен [39; 55—57]. Как отмечалось
выше, хаотические ДБ могут возникать в решетках в результате потери устой­
чивости ДНКМ [58—63]. Двумерные нелинейные решетки использовались при
изучении нелинейных возбуждений в слюде [64—66] и двумерных наноматери­
алов [10; 67—70].

ДНКМ, как и ДБ, оказывают влияние на макроскопические свойства ре­
шеток. Анализ одно- и двухкомпонентных ДНКМ в решетке графена выявил
такие интересные явления, как генерация второй гармоники и возникновение
отрицательного давления в плоскости листа графена за счёт вращательного
движения углеродных шестиугольников [71].
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1.2 Эффект дальнодействия

В кристаллах атомы взаимодействуют не только с ближайшими, но и с
более удаленными соседями, особенно в металлах, где дальнодействие обуслов­
лено делокализацией валентных электронов, а также в ионных кристаллах, где
действуют медленно затухающие с расстоянием кулоновские силы.

В подавляющем числе работ по нелинейной динамике решеток рассматри­
вались только ближайшие взаимодействия, однако в ряде работ были изучены
эффекты дальнодействия.

ДБ в решетках с дальнодействующими взаимодействиями изучались при­
менительно к молекулам ДНК [60; 72—76], в решетках с кулоновскими [77; 78] и
дисперсионными [79] силами. Транспорт тепла в ФПУЦ цепочках с дальнодей­
ствием рассматривался в работах [32; 80; 81] и роль ДБ в этих процессах была
раскрыта в публикациях [32; 82]. Было показано, что дальнодействующие силы
способствуют плавному распространению ДБ [83; 84].

1.3 Эффект супратрансмиссии

При изучении нелинейных цепочек, исследователи обнаружили возмож­
ность передачи энергии цепочке от внешнего периодического воздействия на
частоте вне фононного спектра. Это явление было названо супратрансмиссией
(префикс "супра"означает "за пределами") [85—87]. На основании первых ра­
бот были сделаны следующие выводы: (i) супратрансмиссия может наблюдать­
ся когда амплитуда вынужденных колебаний превосходит некоторое критиче­
ское значение, (ii) на первых стадиях процесса наблюдается возбуждение ДБ, а
на более поздних могут активироваться процессы транспорта энергии другими
нелинейными возбуждениями. Появление ДБ происходит из-за неустойчивости
профиля затухающей волны, которая генерируется внешним воздействием [88].
В зависимости от начальных условий может реализовываться эффект биста­
бильности, то есть при одной и той же частоте внешнего воздействия может
наблюдаться как изолирующий, так и проводящий режим [89; 90].
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Супратрансмиссия может найти применение во многих областях техни­
ки и физики. В матрице джозефсоновских сверхпроводящих контактов супра­
трансмиссия может быть использована для создания детектора, регистрирую­
щего очень слабые сигналы, или усилителя сигналов [91; 92]. В цепочках нели­
нейных связанных генераторов данный эффект обеспечивает эффективный спо­
соб передачи двоичной информации [93; 94]. За счет супратрансмиссии можно
получить асимметричный поток энергии в 𝐿𝐶 линиях передачи сигналов [95].

В ряде работ изучалось влияние локального потенциала и дальнодейству­
ющих взаимодействий на супратрансмиссию в решетках [96—100]. Было показа­
но, что в структуре оригами Креслинга возможно осуществление контролиру­
емой и высокоинтенсивной супратрансмиссии [101; 102]. Новые механизмы су­
пратрансмиссии были обнаружены в крестовой решетке с нелинейностью [103]
и в виброударной цепочке [104].

Опишем ряд последних работ, где изучалась супратрансмиссия в нелиней­
ных дискретных системах. Примерами являются обобщенная цепочка 𝛽-ФПУЦ,
ферромагнитные спиновые цепочки, где взаимодействуют ближайшие сосе­
ди [105], кристаллы пылевой плазмы [106], дробно-временные уравнения синуса­
Гордона с затуханием [107], одномерные цепочки генераторов с гистерезисным
затуханием [108], цепочка, моделирующая гранулированную среду [109], джо­
зефсоновские переходы [110; 111], пьезоэлектрические метаструктуры [112], хи­
ральные молекулярные цепи [113], активная нелинейная система с нелокаль­
ной обратной связью [114], поперечно соединенные нелинейные маятниковые
пары [115], нелинейная цепочка связанных частиц, в локальном кубическом
потенциале [116], кристалл интерметаллида Pt3Al [117], модифицированные ре­
шетки Клейна-Гордона и Синуса-Гордона [118], дискретное нелинейное уравне­
ние Шредингера, включающее ангармонизм третьей и пятой степени [119], дис­
кретная нелинейная линия электропередачи [120; 121], неупорядоченная нели­
нейная периодическая структура [122], периодическая бистабильная механиче­
ская система [123—125], пьезо-метаструктура с бистабильными шунтирующими
цепями [126], метастабильная модульная метаструктура [127].

Лишь небольшое число работ к настоящему времени выполнено для
2D- [128; 129] и 3D-решеток [130]; намного чаще явление супратрансмиссии ана­
лизируется в одномерных (1D) моделях.
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Рассматривая нелинейную линию передачи с дисперсией, с периодическим
возбуждением на границе, было показано, что порог супратрансмиссии может
быть снижен за счет взаимодействия волны в запрещенной зоне с волной в фо­
нонном диапазоне, причем последняя является возмущением для первой [131].
Критическая амплитуда для передачи энергии была оценена как предельная
амплитуда возбуждения в работах [132—134]. Супратрансмиссия в цепочке свя­
занных ротаторов изучалась авторами работы [135].

Нелинейная динамика двумерных и трехмерных решеток изучалась в ряде
работ [136—140]; такие решетки используются, например, при изучении нели­
нейных возбуждений в калиевом слое кристалла слюды [22; 64—66], моделирова­
нии хаотических дискретных бризеров в ОЦК-решетке [141], делокализованных
нелинейных колебательных мод в вольфраме [142], при изучении времени жиз­
ни термически возбужденных ДБ, при изучении локализованных колебатель­
ных мод в алмазе [143], при изучении нелинейной динамики пучков углерод­
ных нанотрубок [144—148], имодельных решеток [10; 48; 67—70]. Запрещенная
зона в фононном спектре квадратной решетки может появиться из-за искаже­
ний [149]. ДБ были описаны в ферромагнитной сотовидной решетке [150], и бы­
ло продемонстрировано существование периодических бегущих волн в решетке
с насыщаемой нелинейностью [151]. Баимова с соавторами недавно изучили
расплывание пространственно локализованных волновых пакетов в гармониче­
ской квадратной решетке и её континуальном аналоге [152], используя новый
теоретический подход, развитый в работе [153] и основанный на математической
аналогии транспорта массы и энергии.

Фононы являются основными теплоносителями во многих кристалличе­
ских материалах, и в последнее время происходит быстрое развитие новой об­
ласти физики конденсированного состояния, получившей название фононика,
поскольку она сулит большие перспективы применения [154—158]. По мере уве­
личения амплитуды колебаний атомов увеличивается вклад нелинейности меж­
атомных взаимодействий, и проявляются новые физические эффекты, которые
могут быть использованы на практике [157].
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1.4 Однокомпонентные ДНКМ квадратной решетки

В работе [159] Рябов и Чечин опубликовали 16 точных колебательных ре­
шений для квадратной решетки в виде однокомпонентных делокализованных
нелинейных колебательных мод (ДНКМ). Для нахождения ДНКМ они исполь­
зовали теоретико-групповой подход, основанный на анализе симметрии исследу­
емой решетки. Поскольку ничего кроме симметрии решетки не закладывается в
поиск ДНКМ, такие решения существуют в квадратной решетке с любым взаи­
модействием между частицами и для любой амплитуды колебаний. Описанные
ниже ДНКМ будут детально исследованы в данной работе.

Для возбуждения однокомпонентных ДНКМ необходимо задать началь­
ные перемещения частицам решетки в соответствии со схемами рисунка 1.1.
При этом начальные скорости всех частиц равны нулю. Оранжевые линии пока­
зывают трансляционные ячейки минимального размера для картин начальных
смещений. ДНКМ 1, 3, 6 и 9 имеют самые маленькие трансляционные ячейки,
включающие две частицы. ДНКМ 13 и 14, напротив, имеют самые большие
трансляционные ячейки с восьмью частицами. Трансляционные ячейки мини­
мального размера у ДНКМ 2 и 10 включают три частицы, а во всех остальных
ДНКМ имеем по четыре частицы (это ДНКМ 4, 5, 7, 8, 11, 12, 15 и 16).

Некоторые частицы в ДНКМ, представленных на рисунке 1.1, имеют ну­
левые векторы начальных смещений. Все ненулевые векторы начальных сме­
щений имеют одинаковую длину 𝐴, которая определяет амплитуду колебаний
ДНКМ. У ДНКМ 1, 3, 6, 9, 15 и 16 все частицы совершают колебания. У ДНКМ
4, 5, 7, 8, 11, 12, 13 и 14 половина частиц находятся в состоянии покоя, в то вре­
мя как другие частицы совершают колебания. У ДНКМ 2 и 10 треть частиц
покоится и, соответственно, две третьи колеблются. У ДНКМ от 1 до 6 все дви­
жущиеся частицы совершают колеблются в плотноупакованном направлении
(вдоль 𝑥 или вдоль 𝑦). У ДНКМ 13 и 14 есть частицы, совершающие колебания
в обоих плотноупакованных направления. У ДНКМ с 9 по 12 частицы колеблют­
ся вдоль одного из диагональных направлений, 𝑦 = 𝑥 или 𝑦 = −𝑥, а у ДНКМ
15 и 16 они движутся в обоих диагональных направлениях (см. рисунок 1.1).

В обзорной главе проанализированы все возможные однокомпонентные
ДНКМ квадратной решетки. Такие колебания называются делокализованными
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Рисунок 1.1 — Шестнадцать однокомпонентных ДНКМ квадратной решетки
[159]. Показаны вектора начальных смещений частиц, приводящих, при
нулевых начальных скоростях, к возбуждению ДНКМ. Трансляционные

ячейки паттернов смещений выделены оранжевым
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потому, что определенный мотив колебаний, имеющий небольшую трансляци­
онную ячейку, транслируется параллельным переносом на всю бесконечную ре­
шетку. Взаимодействия между четырьмя ближайшими соседями описываются
потенциалом 𝛽-ФПУЦ. Для каждой ДНКМ частота, кинетическая и потенци­
альная энергии рассчитаны как функции амплитуды. Представлены механиче­
ские напряжения, вызванные ДНКМ, и влияние ДНКМ на константы жестко­
сти решетки. В главе 2 приведены примеры аналитического анализа ДНКМ.

ДБ, также называемые внутренними локализованными модами, представ­
ляют собой пространственно локализованные колебательные моды большой ам­
плитуды в бездефектных нелинейных решетках. ДБ существуют потому, что
частота их колебаний лежит вне спектра колебаний решетки малой амплитуды.
Не резонируя с фононами, ДНКМ не теряют свою энергию на их возбуждение.
Изучение ДБ в двумерных и трехмерных кристаллах привело к необходимости
изучения ДНКМ нелинейных решеток соответствующих размерностей, а так­
же учета дальнодействующих взаимодействий, таких как металлические или
кулоновские силы.

Дискретные бризеры в нелинейных решетках интересны для фундамен­
тальной науки, а также для физики кристаллов, поскольку они накапливают
некоторую энергию, которая может быть использована для инициирования или
эволюции дефектов. Решетки с более высокой размерностью поддерживают раз­
личные ДБ с различной симметрией, и важно знать условия их существования.
В кристаллах важную роль могут играть силы дальнего взаимодействия, на­
пример кулоновские взаимодействия. В настоящей работе была исследована
квадратная 𝛽-ФПУЦ решетка с учетом взаимодействий вплоть до четвертого
соседа в главе 2.

1.5 Описание исследуемой модели

Рассматривается двумерная квадратная 𝛽-ФПУЦ решетка с учетом вза­
имодействий до четвертого ближайшего соседа включительно, представленная
на рисунке 1.2.
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Рисунок 1.2 — Частицы квадратной решетки с шагом ℎ, обозначенные
черными точками. Частицы пронумерованы индексами 𝑖, 𝑗; показана также и

нумерация связей. Рассмотрены взаимодействия вплоть до четвертого
ближайшего соседа
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Расстояние между ближайшими узлами решетки равно ℎ. Приняв базис­
ные векторы решетки в виде 𝑒1 = (ℎ, 0) и 𝑒2 = (0, ℎ), радиус-векторы точек
решетки на плоскости 𝑥𝑦 определяются по формуле

𝜉𝑖,𝑗 = 𝑖𝑒1 + 𝑗𝑒2, (1.1)

где 𝑖 и 𝑗 - номера точек.
В узлх решетки размещены точечные частицы массы 𝑚. Перемещение

частицы 𝑖,𝑗 относительно ее равновесного положения в решетке обозначим век­
тором (𝑢𝑖,𝑗,𝑣𝑖,𝑗). Радиус-вектор частицы в момент времени 𝑡 будет равен сумме
векторов 𝑟𝑖,𝑗(𝑡) = 𝜉𝑖,𝑗 + (𝑢𝑖,𝑗(𝑡),𝑣𝑖,𝑗(𝑡)).

Каждая частица взаимодействует с 20 частицами, расположенными на че­
тырех координационных оболочках, пронумерованных индексом 𝑙, посредством
𝛽-ФПУЦ потенциалов в соответствии с формулой

𝜙𝑙(𝑟) =
𝑘𝑙
2
(𝑟 − 𝜁𝑙)

2 +
𝛽𝑙
4
(𝑟 − 𝜁𝑙)

4, 𝑙 = 1,...,4, (1.2)

где 𝑟 - расстояние между частицами, радиусы координационных оболочек квад­
ратной решетки равны 𝜁1 = ℎ, 𝜁2 =

√
2ℎ, 𝜁3 = 2ℎ и 𝜁4 =

√
5ℎ; 𝑘𝑙 и 𝛽𝑙 - это

коэффициенты для гармонической и ангармонической частей потенциала соот­
ветственно. Всегда можно положить ℎ = 1 и 𝑘1 = 1 за счет должного выбора
единиц измерения расстояния и энергии соответственно. Будут рассмотрены
различные значения 𝑘2,3,4, которые удовлетворяют условию

𝑘1 = 1 > 𝑘2 > 𝑘3 > 𝑘4 > 0. (1.3)

Это условие учитывает, что жесткость межатомных связей в кристаллах обычно
положительна и уменьшается с расстоянием. Для коэффициентов ангармонич­
ности берём 𝛽𝑙 = 10 для всех четырех типов связей.

Масса частицы равна 𝑚 = 1, что достигается должным выбором единицы
времени. Размер расчетной ячейки равен 𝐼 × 𝐽 . Используются периодические
граничные условия, 𝑟𝑖,𝑗 = 𝑟𝑖+𝐼,𝑗 = 𝑟𝑖,𝑗+𝐽 . Гамильтониан системы (полная энер­
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гия вычислительной ячейки) рассчитывается по формуле

𝐻 =
𝐼∑︁

𝑖=1

𝐽∑︁
𝑗=1

𝑚

2
|�̇�𝑖,𝑗|2 +

+
1

2

𝐼∑︁
𝑖=1

𝐽∑︁
𝑗=1

(︁ 4∑︁
𝑘=1

𝜙1(|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|) +
8∑︁

𝑘=5

𝜙2(|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|)

+
12∑︁
𝑘=9

𝜙3(|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|) +
20∑︁

𝑘=13

𝜙4(|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|)
)︁
, (1.4)

где точка над переменной означает дифференцирование по времени, векторы
𝑅𝑖,𝑗,𝑘, соединяющие частицу 𝑖, 𝑗 с ее соседями в четырех первых координацион­
ных оболочках, определяются следующим образом

𝑅𝑖,𝑗,1 = 𝑟𝑖+1,𝑗 − 𝑟𝑖,𝑗, 𝑅𝑖,𝑗,2 = 𝑟𝑖,𝑗+1 − 𝑟𝑖,𝑗,

𝑅𝑖,𝑗,3 = 𝑟𝑖−1,𝑗 − 𝑟𝑖,𝑗, 𝑅𝑖,𝑗,4 = 𝑟𝑖,𝑗−1 − 𝑟𝑖,𝑗,

𝑅𝑖,𝑗,5 = 𝑟𝑖+1,𝑗+1 − 𝑟𝑖,𝑗, 𝑅𝑖,𝑗,6 = 𝑟𝑖−1,𝑗+1 − 𝑟𝑖,𝑗,

𝑅𝑖,𝑗,7 = 𝑟𝑖−1,𝑗−1 − 𝑟𝑖,𝑗, 𝑅𝑖,𝑗,8 = 𝑟𝑖+1,𝑗−1 − 𝑟𝑖,𝑗,

𝑅𝑖,𝑗,9 = 𝑟𝑖+2,𝑗 − 𝑟𝑖,𝑗, 𝑅𝑖,𝑗,10 = 𝑟𝑖,𝑗+2 − 𝑟𝑖,𝑗,

𝑅𝑖,𝑗,11 = 𝑟𝑖−2,𝑗 − 𝑟𝑖,𝑗, 𝑅𝑖,𝑗,12 = 𝑟𝑖,𝑗−2 − 𝑟𝑖,𝑗,

𝑅𝑖,𝑗,13 = 𝑟𝑖+2,𝑗+1 − 𝑟𝑖,𝑗, 𝑅𝑖,𝑗,14 = 𝑟𝑖+1,𝑗+2 − 𝑟𝑖,𝑗,

𝑅𝑖,𝑗,15 = 𝑟𝑖−1,𝑗+2 − 𝑟𝑖,𝑗, 𝑅𝑖,𝑗,16 = 𝑟𝑖−2,𝑗+1 − 𝑟𝑖,𝑗,

𝑅𝑖,𝑗,17 = 𝑟𝑖−2,𝑗−1 − 𝑟𝑖,𝑗, 𝑅𝑖,𝑗,18 = 𝑟𝑖−1,𝑗−2 − 𝑟𝑖,𝑗,

𝑅𝑖,𝑗,19 = 𝑟𝑖+1,𝑗−2 − 𝑟𝑖,𝑗, 𝑅𝑖,𝑗,20 = 𝑟𝑖+2,𝑗−1 − 𝑟𝑖,𝑗. (1.5)

Первое слагаемое в гамильтониане (1.4) дает кинетическую энергию ча­
стиц, а четыре последующих слагаемых определяют потенциальные энергии
связей между частицами в четырех координационных оболочках.
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Таблица 1 — Три набора параметров модели, рассматриваемые в данной
работе. В последнем столбце указана точка первой зоны Бриллюэна в которой
достигается максимальная частота фононного спектра и соответствующие
ДНКМ

№ 𝑘1 𝑘2 𝑘3 𝑘4 точка зоны Бриллюэна и ДНКМ
1 1,0 0,9 0,8 0,7 M, ДНКМ 6,9
2 1,0 0,9 0,8 0,0 X, ДНКМ 1,16
3 1,0 1,0 1,1 0,0 Z, ДНКМ 7

Уравнения движения, вытекающие из гамильтониана (1.4), представлены
ниже:

𝑚�̈�𝑖,𝑗 =
4∑︁

𝑘=1

𝐷1𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑥 +
8∑︁

𝑘=5

𝐷2𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑥 +
13∑︁
𝑘=9

𝐷3𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑥 +
20∑︁

𝑘=14

𝐷4𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑥,

𝑚𝑣𝑖,𝑗 =
4∑︁

𝑘=1

𝐷1𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑦 +
8∑︁

𝑘=5

𝐷2𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑦

13∑︁
𝑘=9

𝐷3𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑦 +
20∑︁

𝑘=14

𝐷4𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑦, (1.6)

где 𝐷𝑙 определяется из уравнения

𝐷𝑙 =
𝜙′
𝑙(|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|)
|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|

, 𝑙 = 1,...,4. (1.7)

Симплектический метод Штормера шестого порядка [160] используется
для численного интегрирования уравнений движения (1.6). Размер вычисли­
тельной ячейки равен 𝐼 = 𝐽 = 12 при анализе ДНКМ и 𝐼 = 𝐽 = 120 при
изучении ДБ.

Далее квадратная решетка будет рассматриваться для следующих пара­
метров: масса частиц 𝑚 = 1, коэффициенты линейной жесткости будут заданы
одним из трех наборов, пречисленных в таблице 1, а для коэффициентов нели­
нейной жесткости принимаем 𝛽𝑙 = 10, 𝑙 = 1,...,4. По большей части будем
работать с набором параметров 1 из таблицы 1, поскольку он удовлетворяет
условию (1.3), обеспечивающему убывание жесткости связи с расстоянием.
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1.6 Выводы по главе

В представленной обзорной главе описаны основные вехи в изучении нели­
нейной динамики решетки, в частности, работы по изучению свойств ДБ и
ДНКМ с фокусом на задачах физики конденсированного состояния. Описаны
условия, необходимые для существования ДБ, а именно:

- среда должна быть дискретной для того, чтобы фононный спектр решет­
ки был ограниченным;

- среда должна быть нелинейной, поскольку частота нелинейных колеба­
ний зависит от амплитуды и, с ростом амплитуды, может выходить за пределы
спектра фононных колебаний.

Если частота ДБ лежит вне фононного спектра, он не расходует свою
энергию на возбуждение фононов и, в отсутствии возмущений, совершает неза­
тухающие колебания.

Показана тесная связь между ДБ и ДНКМ:
- ДБ могут иметь паттерн атомных колебаний как в ДНКМ с частотой

выше фононного спектра;
- ДБ могут рождаться при распаде неустойчивой ДНКМ с частотой выше

фононного спектра.
Сделан вывод о важности учета дальнодействующих сил применительно

к анализу ДБ в кристаллах, поскольку химическая связь, например, в метал­
лах и ионных кристаллах является дальнодействующей. Приведен обзор работ,
рассматривающих эффекты дальнодействия в нелинейных решетках.

Описан эффект супратрансмиссии - возможность передачи энергии нели­
нейной решетке от внешнего периодического воздействия на частотах за преде­
лами фононного спектра при условии достаточно высокой амплитуды воздей­
ствия.

Проводится мысль о том, что изучаемые в данной работе эффекты нели­
нейности являются общими и проявляются в решетках любой размерности, по­
этому они могут быть изучены на примере квадратной решетки, допускающей
простую визуализацию и интерпретацию результатов. Полученные результаты
могут иметь предсказательную силу и для других нелинейных решеток.
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Представлены 16 однокомпонентных ДНКМ квадратной решетки, кото­
рые рассматриваются и анализируются в последующих главах с целью отыс­
кания новых типов ДБ с учетом дальнодействия при дополнительном условии,
что жесткость связей уменьшается с их длиной, что характерно для химических
связей в кристаллах.

Приведено математическое описание исследуемой квадратной решетки
для которой рассматривается связь каждой частицы с четырьмя ближайшими
соседями; выписаны гамильтониан и уравнения движения для случая, когда ча­
стицы взаимодействуют посредством потенциала 𝛽-ФПУЦ. Описаны значения
параметров квадратной решетки для которых проводится моделирование.
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Глава 2. Делокализованные нелинейные колебательные моды в
квадратной решетке с дальнодействующими взаимодействиями

В данной главе сначала будут всесторонне исследованы свойства пяти изу­
чаемых ДНКМ, с этой целью будут получены и проанализированы дисперсион­
ные соотношения для квадратной решетки с дальнодействием, далее будут по­
лучены аналитические выражения для амплитудно-частотных характеристик
исследуемых ДНКМ и сопоставлены с численными результатами.

По причине, которая будет понятна позже, в данной главе анализируются
только пять из шестнадцати однокомпонентных мод, описанных в главе 1, см.
рисунок 2.1.

2.1 Дисперсионные соотношения для квадратной решетки с
дальнодействием

Начнем с вывода и анализа дисперсионного соотношения для изучаемой
решетки. Это необходимо для того, чтобы установить какая из ДНКМ имеет
максимальную частоту в малоамплитудном пределе. Для случая малых переме­
щений, 𝑢𝑖𝑗 ≪ ℎ и 𝑣𝑖𝑗 ≪ ℎ, разложим правые части уравнений движения (1.6) в
ряды Тейлора и, отбрасывая члены старше линейных, получим так называемые
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Рисунок 2.1 — Пять однокомпонентных ДНКМ квадратной решетки с
волновыми векторами на границе первой зоны Бриллюэна. ДНКМ могут быть
возбуждены при начальных перемещениях частиц, показанных стрелками, и

нулевых начальных скоростях. Все начальные векторы смещения имеют
одинаковую длину 𝐴 (амплитуда ДНКМ). Периоды трансляции для ДНКМ

показаны оранжевыми линиями
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линеаризованные уравнения движения

𝑚�̈�𝑖,𝑗 = 𝑘1(𝑢𝑖−1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗) +
𝑘2
2
(𝑢𝑖−1,𝑗−1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗+1) +

+
𝑘2
2
(𝑣𝑖−1,𝑗−1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖+1,𝑗+1) +

𝑘2
2
(𝑢𝑖−1,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗−1)−

−𝑘2
2
(𝑣𝑖−1,𝑗+1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖+1,𝑗−1) + 𝑘3(𝑢𝑖−2,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+2,𝑗) +

+
4𝑘4
5

(𝑢𝑖+2,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−2,𝑗−1) +
4𝑘4
5

(𝑢𝑖−2,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+2,𝑗−1) +

+
𝑘4
5
(𝑢𝑖+1,𝑗+2 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗−2) +

𝑘4
5
(𝑢𝑖−1,𝑗+2 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗−2) +

+
2𝑘4
5

(𝑣𝑖+2,𝑗+1 + 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖−2,𝑗−1) +
2𝑘4
5

(𝑣𝑖+1,𝑗+2 + 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖−1,𝑗−2)−

−2𝑘4
5

(𝑣𝑖−1,𝑗+2 + 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖+1,𝑗−2)−
2𝑘4
5

(𝑣𝑖−2,𝑗+1 + 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖+2,𝑗−1), (2.1)

𝑚𝑣𝑖,𝑗 = 𝑘1(𝑣𝑖,𝑗−1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖,𝑗+1) +
𝑘2
2
(𝑢𝑖−1,𝑗−1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗+1)

+
𝑘2
2
(𝑣𝑖−1,𝑗−1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖+1,𝑗+1)−

𝑘2
2
(𝑢𝑖−1,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗−1)

+
𝑘2
2
(𝑣𝑖−1,𝑗+1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖+1,𝑗−1) + 𝑘3(𝑣𝑖,𝑗−2 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖,𝑗+2)

+
4𝑘4
5

(𝑣𝑖+1,𝑗+2 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖−1,𝑗−2) +
4𝑘4
5

(𝑣𝑖−1,𝑗+2 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖+1,𝑗−2)

+
𝑘4
5
(𝑣𝑖+2,𝑗+1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖−2,𝑗−1) +

𝑘4
5
(𝑣𝑖−2,𝑗+1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖+2,𝑗−1)

+
2𝑘4
5

(𝑢𝑖+2,𝑗+1 + 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−2,𝑗−1) +
2𝑘4
5

(𝑢𝑖+1,𝑗+2 + 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗−2)

−2𝑘4
5

(𝑢𝑖−1,𝑗+2 + 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗−2)−
2𝑘4
5

(𝑢𝑖−2,𝑗+1 + 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+2,𝑗−1). (2.2)

Ищем их решение в стандартном виде бегущих волн:

𝑢𝑖,𝑗 = 𝑈 exp[i(𝑞𝑖+ 𝑠𝑗 − 𝜔𝑡)],

𝑣𝑖,𝑗 = 𝑉 exp[i(𝑞𝑖+ 𝑠𝑗 − 𝜔𝑡)], (2.3)

где 𝑈, 𝑉 - компоненты собственного вектора, i - мнимая единица, 𝑠 и 𝑞 - вол­
новые числа, а 𝜔 - частота. Подстановка уравнений (2.3) в линеаризованные
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уравнения движения (2.1), (2.2) приводит к системе однородных линейных урав­
нений:

(𝑚𝜔2 + 𝐴)𝑈 +𝐵𝑉 = 0,

𝐵𝑈 + (𝑚𝜔2 + 𝐶)𝑉 = 0, (2.4)

где 𝐴, 𝐵 и 𝐶 определены уравнениями

𝐴 = −𝛾 − 𝜂 − 𝜃 − 𝑎− 4𝑐− 4𝑑− 𝑒− 𝑓,

𝐵 = −𝜂 + 𝜃 − 2𝑐− 2𝑒+ 2𝑓 + 2𝑑,

𝐶 = −𝛿 − 𝜂 − 𝜃 − 𝑏− 4𝑒− 4𝑓 − 𝑐− 𝑑, (2.5)

в которых

𝛾 = 4𝑘1 sin
2 𝑞

2
, 𝛿 = 4𝑘1 sin

2 𝑠

2
,

𝜂 = 2𝑘2 sin
2 𝑞 + 𝑠

2
, 𝜃 = 2𝑘2 sin

2 𝑞 − 𝑠

2
,

𝑎 = 4𝑘3 sin
2 𝑞, 𝑏 = 4𝑘3 sin

2 𝑠,

𝑐 =
4

5
𝑘4 sin

2 2𝑞 + 𝑠

2
, 𝑑 =

4

5
𝑘4 sin

2 2𝑞 − 𝑠

2
,

𝑒 =
4

5
𝑘4 sin

2 𝑞 + 2𝑠

2
, 𝑓 =

4

5
𝑘4 sin

2 𝑞 − 2𝑠

2
. (2.6)

Система линейных однородных уравнений (2.4) имеет ненулевое решение
тогда и только тогда, когда ее определитель равен нулю. Из этого условия мож­
но найти следующее дисперсионное соотношение квадратной решетки:

𝜔2
1,2 =

−𝐴− 𝐶 ±
√︀

(𝐴− 𝐶)2 + 4𝐵2

2𝑚
. (2.7)

Знаки "плюс"и "минус"в уравнении (2.7) соответствуют продольной и по­
перечной фононным модам.

Проанализируем частоты фононов в точках X, Z и M первой зоны Брил­
люэна, см. рисунок 2.2(a). Все эти точки находятся на прямой 𝑞 = 𝜋, вдоль
которой две ветви дисперсионного соотношения (2.7) упрощаются до выраже­
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ний

𝜔2
1 =

4

𝑚

(︁
𝑘1 +

8𝑘4
5

sin2
𝑠

2
+ 𝑘2 cos

2 𝑠

2
+

2𝑘4
5

cos2 𝑠
)︁
,

𝜔2
2 =

4

𝑚

(︁
𝑘1 sin

2 𝑠

2
+

2𝑘4
5

sin2
𝑠

2
+ 𝑘2 cos

2 𝑠

2
+ 𝑘3 sin

2 𝑠+
8𝑘4
5

cos2 𝑠
)︁
. (2.8)

Частоты фононов в точках X, (𝑞,𝑠) = (±𝜋,0) и (0, ± 𝜋) рассчитываются
по формуле

𝜔2
1,X =

4

𝑚
(𝑘1 + 𝑘2 +

2

5
𝑘4), 𝜔2

2,X =
4

𝑚
(𝑘2 +

8

5
𝑘4). (2.9)

В точках M, (𝑞,𝑠) = (±𝜋,± 𝜋) частоты расчитываются по формуле

𝜔2
1,M = 𝜔2

2,M =
4

𝑚
(𝑘1 + 2𝑘4). (2.10)

Отметим, что 𝑘3 не входит в уравнения (2.9) и (2.10), а выражение (2.10)
не зависит также и от 𝑘2. Ниже будет показано, что ДНКМ 1, 6, 9 и 16 не
деформируют связи между третьими соседями, а ДНКМ 6 и 9 ещё и связи
между вторыми соседями, причём, это справедливо не только в пределе малых
амплитуд, но и при больших амплитудах колебаний.

В точках Z имеем (𝑞,𝑠) = (±𝜋,± 𝜋/2) и (±𝜋/2,± 𝜋), и частоты находятся
из следующих уравнений

𝜔2
1,Z =

4

𝑚
(
𝑘1
2
+

𝑘2
2
+ 𝑘3 +

1

5
𝑘4), 𝜔

2
2,Z =

4

𝑚
(𝑘1 +

𝑘2
2
+

4

5
𝑘4). (2.11)

Цель анализа - найти условия, при которых максимальная частота фоно­
нов достигается в одной из точек X, Z и M. Начнем с точек X и M. Условие
𝜔2
2,X > 𝜔2

1,X выполняется только в том случае, если (6/5)𝑘4 > 𝑘1, что не про­
тиворечит уравнению (1.3), но не отвечает набору 1 параметров модели (см.
таблицу 1). Это означает, что только 𝜔2

1,X следует сравнивать с 𝜔2
1,M = 𝜔2

2,M.
Это сравнение показывает, что максимальная частота фононов достигается в
точке M, которая является волновым вектором ДНКМ 6 и 9, при выполнении
условия

𝑘4 >
5

8
𝑘2, (2.12)
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Рисунок 2.2 — (а) Первая зона Бриллюэна квадратной решетки.
Высокосимметричные точки обозначены заглавными греческими буквами Γ,
X, M и Z. Волновые векторы на изображениях 1 и 16 расположены в точке X
(красные точки). ДНКМ 6 и 9 имеют волновые векторы в точке M отмечены
синими точками. ДНКМ 7 имеет олновые векторы в точке Z (зеленые очки).
(б) ДНКМ 16 - это сумма ДНКМ 1 и её поворота на 90∘. (в) ДНКМ 6 - это

сумма ДНКМ 9 и её поворота на 90∘
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Если уравнение (2.12) не выполняется, то максимальная частота фононов
реализуется в точке X, которая является волновым вектором ДНКМ 1 и 16.

В частности, условие (2.12) выполняется для набора параметров 𝑘1 = 1,0,
𝑘2 = 0,9, 𝑘3 = 0,8 и 𝑘4 = 0,7, называемого набором 1, см. таблицу 1.

Дисперсионные кривые показаны на рисунке 2.3 вдоль линии 𝑞 = 𝜋 для
различных наборов параметров модели. Черным, красным и синим цветами
показаны результаты для наборов параметров 1, 2 и 3, соответственно.

Если 𝑘4 = 0, то условие (2.12) не выполняется для положительных значе­
ний 𝑘2, и ДБ, основанные на ДНКМ 6 и 9, невозможны. ДБ, основанные на этих
ДНКМ возможны при выполнения условия (1.3) только для 𝑘4 = 0, например,
для набора параметров 𝑘1 = 1,0, 𝑘2 = 0,9, 𝑘3 = 0,0 и 𝑘4 = 0,0, называемого
набором 2, см. таблицу 1 и кривую красного цвета на рисунке 2.3.

Что касается точки Z, то условием, при котором в этой точке дисперсион­
ные соотношения (2.8), достигают максимума, является

𝑑𝜔2
2

𝑑𝑠

⃒⃒⃒
𝑠=𝜋/2

= 𝑘1 +
2𝑘4
5

− 𝑘2 = 0. (2.13)

Из уравнения (2.13) видно, что если 𝑘1 > 𝑘2, то 𝑘4 < 0, что не согласуется
с условием (1.3). Если не учитывать взаимодействия четвертых соседей (𝑘4 =

0), то уравнение (2.13) требует 𝑘1 = 𝑘2 = 1. Можно сделать вывод, что при
физически обоснованном ограничении на параметры модели (1.3), максимум
фононной частоты не может быть достигнут в точке Z первой зоны Бриллюэна.
Максимум может быть достигнут только для случая 𝑘1 = 𝑘2 = 1, 𝑘3 > 1, 𝑘4 = 0,
см. синюю кривую на рисунке 2.3. Это множество параметров модели будем
называть набор 3, см. таблицу 1.

2.2 Аналитические результаты для однокомпонентных ДНКМ

Ниже приведены точные гамильтонианы и их кубические аппроксимации
для ДНКМ 1, 6, 9 и 16. Получены уравнения движения с учетом членов не
старше кубических и зависимости частоты от амплитуды в данном приближе­
нии. Затем амплитудно-частотные характеристики находятся численно, чтобы
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Рисунок 2.3 — Дисперсионные соотношения вдоль линии 𝑞 = 𝜋 в первой зоне
Бриллюэна для трех наборов параметров модели, представленных в таблице 1
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оценить точность приближенных аналитических решений. ДНКМ 7 не анали­
зируется, поскольку она не может иметь частоту выше фононного спектра при
условии (1.3) и, следовательно, не может быть использована для получения ДБ
в квадратной решетке с жесткостями связей, удовлетворяющими этому усло­
вию.

Однокомпонентная ДНКМ - это колебательная система с одной степе­
нью свободы, полностью описываемая расстоянием движущейся частицы от ее
положения равновесия как функцией времени, 𝑎(𝑡), с начальными условиями
𝑎(0) = 𝐴 и �̇�(0) = 0, где 𝐴 - амплитуда ДНКМ.

Точный Гамильтониан для рассматриваемой ДНКМ имеет вид

2𝐻 = 𝑚�̇�2 +
4∑︁

𝑘=1

𝜙1(𝐿𝑘) +
8∑︁

𝑘=5

𝜙2(𝐿𝑘) +

12∑︁
𝑘=9

𝜙3(𝐿𝑘) +
20∑︁

𝑘=13

𝜙4(𝐿𝑘), (2.14)

где 𝐿𝑘(𝑎), 𝑘 = 1,...,20 - длины связей между частицами в момент времени 𝑡 = 0,
которые выписаны ниже для каждой из исследуемых ДНКМ, вместе с кубиче­
скими разложениями 𝐿𝑘(𝑎) по 𝑎. Эти длины связей получены с учетом законо­
мерностей перемещения частиц, показанных на рисунке 2.1.

2.2.1 ДНКМ 1

Для ДНКМ 1 длины связей 𝐿𝑘(𝑎), 𝑘 = 1,...20, рассчитываются из следу­
ющих соотношений, где помимо точных выражений приведены их разложения
в ряд Тейлора, учитывающие члены не старше кубических:
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𝐿1 = ℎ+ 2𝑎, 𝐿2 = 𝐿4 = ℎ, 𝐿3 = ℎ− 2𝑎,

𝐿5 = 𝐿8 =
√︀
(ℎ+ 2𝑎)2 + ℎ2 ≈

≈
√
2ℎ+

√
2𝑎+

𝑎2√
2ℎ

− 𝑎3√
2ℎ2

,

𝐿6 = 𝐿7 =
√︀

(ℎ− 2𝑎)2 + ℎ2 ≈
√
2ℎ−

√
2𝑎+

𝑎2√
2ℎ

+
𝑎3√
2ℎ2

,

𝐿9 = 𝐿10 = 𝐿11 = 𝐿12 = 2ℎ,

𝐿13 = 𝐿16 = 𝐿17 = 𝐿20 =
√
5ℎ,

𝐿14 = 𝐿19 =
√︀

(ℎ+ 2𝑎)2 + 4ℎ2 ≈
√
5ℎ+

2𝑎√
5
+

8𝑎2

(
√
5)3ℎ

− 16𝑎3

(
√
5)5ℎ2

,

𝐿15 = 𝐿18 =
√︀

(ℎ− 2𝑎)2 + 4ℎ2 ≈
√
5ℎ− 2𝑎√

5
+

8𝑎2

(
√
5)3ℎ

+
16𝑎3

(
√
5)5ℎ2

. (2.15)

Подстановка кубических разложений 𝐿𝑘(𝑎) в гамильтониан (2.14) после
удержания членов не старше четвертой степени даёт приближенный гамильто­
ниан:

𝐻 =
𝑚�̇�2

2
+ 2

(︁
𝑘1 + 𝑘2 +

2

5
𝑘4

)︁
𝑎2

+
(︁
4𝛽1 + 2𝛽2 +

8

25
𝛽4 −

3𝑘2
2ℎ2

)︁
𝑎4. (2.16)

Следующее кубическое уравнение движения может быть получено из га­
мильтониана (2.16)

𝑚�̈� = −4(𝑘1 + 𝑘2 +
2

5
𝑘4)𝑎−

(︁
16𝛽1 + 8𝛽2 +

32

25
𝛽4 −

6𝑘2
ℎ2

)︁
𝑎3. (2.17)

Приближенное решение уравнения (2.17) можно представить в виде 𝑎(𝑡) =
𝐴 sin(𝜔𝑡)+𝐴1 sin(3𝜔𝑡), где 𝐴1 ≪ 𝐴. Подставляя эту форму решения в уравнение
(2.17), находим частоту как функцию амплитуды для ДНКМ 1

𝜔2 ≈ 4

𝑚
(𝑘1 + 𝑘2 +

2

5
𝑘4)

+
3

4𝑚

(︁
16𝛽1 + 8𝛽2 +

32

25
𝛽4 −

6𝑘2
ℎ2

)︁
𝐴2. (2.18)
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В зависимости от параметров модели, ДНКМ 1 может иметь нелинейность
мягкого типа, если знак коэффициента перед 𝐴2 в уравнении (2.18) отрицатель­
ный. Параметры модели всегда выбираются так, что ДНКМ 1 имеет жесткую
нелинейность. Обратим внимание, что 𝑘3 и 𝛽3 не входят в уравнение 2.18), по­
скольку ДНКМ 1 не деформирует связи между третьими соседями.

2.2.2 ДНКМ 6

Аналогично предыдущему случаю выпишем длины связей и их кубиче­
ские аппроксимации для ДНКМ 6:

𝐿1 = ℎ− 2𝑎, 𝐿3 = ℎ+ 2𝑎, 𝐿2 = 𝐿4 =
√︀
4𝑎2 + ℎ2 ≈ ℎ+

2𝑎2

ℎ
,

𝐿5 = 𝐿6 = 𝐿7 = 𝐿8 =
√
2ℎ, 𝐿9 = 𝐿10 = 𝐿11 = 𝐿12 = 2ℎ,

𝐿13 = 𝐿20 =
√︀
4(ℎ− 𝑎)2 + ℎ2 ≈

√
5ℎ− 4𝑎√

5
+

2𝑎2

(
√
5)3ℎ

+
8𝑎3

(
√
5)5ℎ2

,

𝐿14 = 𝐿19 =
√︀

(ℎ− 2𝑎)2 + 4ℎ2 ≈
√
5ℎ− 2𝑎√

5
+

8𝑎2

(
√
5)3ℎ

+
16𝑎3

(
√
5)5ℎ2

,

𝐿15 = 𝐿18 =
√︀

(ℎ+ 2𝑎)2 + 4ℎ2 ≈
√
5ℎ+

2𝑎√
5
+

8𝑎2

(
√
5)3ℎ

− 16𝑎3

(
√
5)5ℎ2

,

𝐿16 = 𝐿17 =
√︀

4(ℎ+ 𝑎)2 + ℎ2 ≈
√
5ℎ+

4𝑎√
5
+

2𝑎2

(
√
5)3ℎ

− 8𝑎3

(
√
5)5ℎ2

. (2.19)

C учетом уравнений (2.19), приближенный гамильтониан для ДНКМ 6 имеет
вид

𝐻 =
𝑚�̇�2

2
+ 2

(︁
𝑘1 + 2𝑘4

)︁
𝑎2

+
(︁
4𝛽1 +

136

25
𝛽4 +

2𝑘1
ℎ2

− 12𝑘4
25ℎ2

)︁
𝑎4. (2.20)

Выпишем соответствующее уравнение движения:

𝑚�̈� = −4(𝑘1 + 2𝑘4)𝑎−
(︁
16𝛽1 +

544

25
𝛽4 +

8𝑘1
ℎ2

− 48𝑘4
25ℎ2

)︁
𝑎3, (2.21)
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и амплитудно-частотную характеристику для ДНКМ 6:

𝜔2 ≈ 4

𝑚
(𝑘1 + 2𝑘4)

+
3

4𝑚

(︁
16𝛽1 +

544

25
𝛽4 +

8𝑘1
ℎ2

− 48𝑘4
25ℎ2

)︁
𝐴2. (2.22)

Эта амплитудно-частотная характеристика не является функцией 𝑘2, 𝑘3 и
𝛽2, 𝛽3, поскольку при колебании данной моды связи между вторыми и третьими
соседями не деформируются.

2.2.3 ДНКМ 9

Длины связей 𝐿𝑘(𝑎), 𝑘 = 1,...20, для ДНКМ 9 имееют вид:

𝐿1 = 𝐿2 = ℎ−
√
2𝑎,

𝐿3 = 𝐿4 = ℎ+
√
2𝑎, 𝐿5 = 𝐿6 = 𝐿7 = 𝐿8 =

√
2ℎ,

𝐿9 = 𝐿10 = 𝐿11 = 𝐿12 = 2ℎ,

𝐿13 = 𝐿14 =

√︁
(2ℎ−

√
2𝑎)2 + (ℎ−

√
2𝑎)2 ≈

≈
√
5ℎ− 3

√
2𝑎√
5

+
𝑎2

(
√
5)3ℎ

+
3
√
2𝑎3

(
√
5)5ℎ2

,

𝐿15 = 𝐿20 =

√︁
(ℎ+

√
2𝑎)2 + (2ℎ−

√
2𝑎)2 ≈

≈
√
5ℎ−

√
2𝑎√
5

+
9𝑎2

(
√
5)3ℎ

+
18𝑎3√

2(
√
5)5ℎ2

,

𝐿16 = 𝐿19 =

√︁
(2ℎ+

√
2𝑎)2 + (ℎ−

√
2𝑎)2 ≈

≈
√
5ℎ+

√
2𝑎√
5

+
9𝑎2

(
√
5)3ℎ

− 9
√
2𝑎3

(
√
5)5ℎ2

,

𝐿17 = 𝐿18 =

√︁
(2ℎ+

√
2𝑎)2 + (ℎ+

√
2𝑎)2 ≈

≈
√
5ℎ+

3
√
2𝑎√
5

+
𝑎2

(
√
5)3ℎ

− 3
√
2𝑎3

(
√
5)5ℎ2

. (2.23)
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При этом приближенный гамильтониан с точностью до членов четвертого
порядка принимает вид

𝐻 =
𝑚�̇�2

2
+ 2

(︁
𝑘1 + 2𝑘4

)︁
𝑎2

+
(︁
2𝛽1 +

164

25
𝛽4 +

2𝑘4
25ℎ2

)︁
𝑎4, (2.24)

а соответствующее уравнение движения принимает форму:

𝑚�̈� = −4(𝑘1 + 2𝑘4)𝑎−
(︁
8𝛽1 +

656

25
𝛽4 +

8𝑘4
25ℎ2

)︁
𝑎3. (2.25)

Амплитудно-частотная характеристика для ДНКМ 9 представлена следу­
ющим выражением:

𝜔2 ≈ 4

𝑚
(𝑘1 + 2𝑘4)

+
3

4𝑚

(︁
8𝛽1 +

656

25
𝛽4 +

8𝑘4
25ℎ2

)︁
𝐴2. (2.26)

Эта амплитудно-частотная характеристика также не зависит от 𝑘2, 𝑘3 и
𝛽2, 𝛽3.

2.2.4 ДНКМ 16

Длины связей 𝐿𝑘(𝑎), 𝑘 = 1,...20, для ДНКМ 16 выражены следующим
образом:
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𝐿1 = 𝐿4 = ℎ+
√
2𝑎, 𝐿2 = 𝐿3 = ℎ−

√
2𝑎,

𝐿5 = 𝐿7 =
√︀

4𝑎2 + 2ℎ2 ≈
√
2ℎ+

2𝑎2√
2ℎ

,

𝐿6 =
√
2ℎ− 2𝑎, 𝐿8 =

√
2ℎ+ 2𝑎,

𝐿9 = 𝐿10 = 𝐿11 = 𝐿12 = 2ℎ,

𝐿13 = 𝐿15 = 𝐿16 = 𝐿18 =

√︁
(ℎ−

√
2𝑎)2 + 4ℎ2 ≈

≈
√
5ℎ−

√
2𝑎√
5

+
4𝑎2

(
√
5)3ℎ

+
4
√
2𝑎3

(
√
5)5ℎ2

,

𝐿14 = 𝐿17 = 𝐿19 = 𝐿20 =

√︁
(ℎ+

√
2𝑎)2 + 4ℎ2 ≈

≈
√
5ℎ+

√
2𝑎√
5

+
4𝑎2

(
√
5)3ℎ

− 4
√
2𝑎3

(
√
5)5ℎ2

. (2.27)

Принимая во внимание эти выражения, гамильтониан (2.14) с точностью
до членов четвертого порядка принимает вид

𝐻 =
𝑚�̇�2

2
+ 2(𝑘1 + 𝑘2 +

2

5
𝑘4)𝑎

2 +
(︁
2𝛽1 + 4𝛽2 +

4

25
𝛽4 +

𝑘2
ℎ2

)︁
𝑎4. (2.28)

Тогда уравнение движения имеет следующий вид

𝑚�̈� = −4(𝑘1 + 𝑘2 +
2

5
𝑘4)𝑎−

(︁
8𝛽1 + 16𝛽2 +

16

25
𝛽4 +

4𝑘2
ℎ2

)︁
𝑎3. (2.29)

Частотная характеристика для ДНКМ 16 запишется как

𝜔2 ≈ 4

𝑚
(𝑘1 + 𝑘2 +

2

5
𝑘4) +

3

4𝑚

(︁
8𝛽1 + 16𝛽2 +

16

25
𝛽4 +

4𝑘2
ℎ2

)︁
𝐴2. (2.30)

Эта частотная характеристика не является функцией 𝑘3 и 𝛽3.
Отметим интересный факт, который требует объяснения, а именно то, что

в пределе 𝐴 → 0 значения частот ДНКМ 1 и 16 совпадают, как следует из срав­
нения уравнений (2.18) и (2.30). То же самое можно заключить относительно
частот ДНКМ 6 и 9, как видно из сравнения уравнений (2.22) и (2.26). Всё дело
в том, что, как показано на рисунке 2.2(б), ДНКМ 16 - это сумма ДНКМ 1 и её
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поворота на 90∘. А как видно из рисунка 2.2(в), ДНКМ 6 - это сумма ДНКМ 9
и её поворота на 90∘

2.3 Сравнение аналитических и численных результатов

Численно найденные частоты ДНКМ в зависимости от амплитуды сравни­
ваются на рисунке 2.4 с аналитическими оценками, полученными в кубическом
приближении, см. уравнения (2.18), (2.22), (2.26), и (2.30). Горизонтальные пунк­
тирные линии показывают верхнюю границу спектра фононов, определяемую
уравнением (2.7).

Параметры модели выбраны так, что все ДНКМ имеют одинаковую ча­
стоту 𝜔 = 3 в пределе малой амплитуды, а именно: 𝑘1 = 𝑘2 = 1, 𝑘3 = 4/5

и 𝑘4 = 5/8. Фактически, параметр 𝑘3 не влияет на частоты ДНКМ 1, 6, 9 и
16, поскольку эти моды не деформируют связи между третьими соседями. Как
видно из представленных данных, кубическая аппроксимация даёт достаточно
хороший результат для амплитуд до 𝐴 = 0,3.

2.4 Выводы по главе

Была проанализирована квадратная 𝛽-ФПУЦ решетка с числом взаимо­
действий до четырех соседей. Это исследование является продолжением работы
[161], в которой рассматривались только взаимодействия первого и второго со­
седей.

Было получено дисперсионное соотношение для решетки с линейными кон­
стантами жесткости 𝑘𝑙, 𝑙 = 1,...,4, удовлетворяющее физически обоснованному
ограничению (1.3). Было обнаружено, что в зависимости от значений 𝑘𝑙 при
ограничении уравнения (1.3) максимальная частота фононов может быть до­
стигнута в точке X или M первой зоны Бриллюэна, но не в точке Z, см. ри­
сунок 2.2(а). Частоты фононов в точках X и M не зависят от жесткости 𝑘3.
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Рисунок 2.4 — Амплитудно-частотные характеристики для ДНКМ (a) 1 и 6,
(б) 9 и 16. Сплошными линиями показана аналитическая оценка с

использованием кубического приближения, см. уравнения (2.18), (2.22), (2.26)
и (2.30), в то время как пунктирные линии показывают численный (точный)

результат. Горизонтальная линия показывает максимальную частоту фононов.
Для выбранных параметров 𝑘1 = 𝑘2 = 1, 𝑘3 = 4/5 и 𝑘4 = 5/8, частоты ДНКМ

имеют одинаковую частоту 𝜔 = 3 в пределе малых амплитуд
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Если 𝑘4 = 0, то максимальная частота фононов может быть достигнута только
в точке X, а при 𝑘4 > 0 либо в точке X, либо в точке M.

Были проанализированы свойства всех однокомпонентных зонно-гранич­
ных ДНКМ в квадратной решетке (см. рисунок 2.1)). Построение ДНКМ, как
говорилось выше, опирается только на симметрию квадратной решетки, ввиду
этого ДНКМ являются точными решениями в решетках с любыми межчастич­
ными взаимодействиями и для произвольных амплитуд колебаний [159]. Одна­
ко свойства ДНКМ, например, частота их колебаний зависит от межчастичного
потенциала, и здесь рассматривался потенциал 𝛽-ФПУЦ. Частотная характери­
стика ДНКМ 1, 6, 9 и 16 была получена с использованием кубического прибли­
жения и сравнена с численными результатами, см. раздел 2.3 и рисунок 2.4.
Аналитические оценки хорошо согласуются с численными результатами в диа­
пазоне амплитуд ДНКМ до 𝐴 = 0,3. Обратите внимание, что ДНКМ 1 и 16
имеют волновой вектор в точке X, а ДНКМ 6 и 9 - в точке M первой зоны
Бриллюэна. Нелинейные частоты ДНКМ 1 и 16 зависят от 𝑘1, 𝑘2 и 𝑘4, но не
от 𝑘3, поскольку эти моды не деформируют связи между третьими соседями.
Частоты ДНКМ 6 и 9 зависят только от 𝑘1 и 𝑘4, поскольку они не деформируют
связи между вторым и третьим соседями.
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Глава 3. Супратрансмиссия в квадратной решетке 𝛽-ФПУЦ с
дальнодействием

В данной главе анализируется квадратная решетка с учетом взаимодей­
ствий между первыми и вторыми соседями, то есть эффект дальнодействия не
учитывается, см. рисунок 3.1. Это связано с тем, что передача энергии квад­
ратной решетке от пары частиц и от плотноупакованного ряда частиц, совер­
шающих вынужденные колебания, ранее не рассматривалась. Первые работы в
этом направлении естественно выполнить для простейшей модели квадратной
решетки.

Ниже, в разделе 3.1, представлена модель квадратной решетки без учета
дальнодействия, далее в разделе 3.2 приводятся дисперсионные соотношения
для фононных волн в квадратной решетке без учета дальнодействия, которые
по-сути являются частным случаем дисперсионных соотношений, полученных
в главе 2 для решетки с дальнодействием. Затем, в разделе 3.3 моделирует­
ся процесс передачи энергии квадратной решетке 𝛽-ФПУЦ от пары соседних
частиц, совершающих вынужденные колебания по гармоническому закону, см.
рисунок 3.2(a). Далее, в разделе 3.4 рассматривается вынужденное движение
одного плотноупакованного ряда квадратной решетки, см. рисунок 3.2(б). Ана­
лизируется влияние амплитуды и частоты вынужденных колебаний на передачу
энергии решетке. Определяется роль дискретных бризеров в данном процессе.
В разделе 2.4 изложены выводы и описаны задачи для будущих исследований.

3.1 Описание модели

Энергия может передаваться решетке либо кинематическим, либо сило­
вым воздействием [162], и в данном исследовании используется первый подход.
Две частицы в центре расчетной ячейки совершают вынужденное движение
следующим образом, см. рисунок 3.2(a)

𝑢 𝐼
2 ,

𝐽
2

= 𝐴 sin(Ω𝜔max𝑡), 𝑣 𝐼
2 ,

𝐽
2
= 0,

𝑢 𝐼
2+1,𝐽2

= −𝐴 sin(Ω𝜔max𝑡+ 𝜑), 𝑣 𝐼
2+1,𝐽2

= 0, (3.1)
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Рисунок 3.1 — Квадратная решетка частиц с нумерацией узлов индексами 𝑖, 𝑗.
Рассматриваются связи только с ближайшими (красные линии) и вторыми

(зелёные линии) соседями. Показана принятая нумерация связей

Рисунок 3.2 — Два способа внешнего воздействия на квадратную решетку,
исследуемые в данной работе: (a) пара атомов совершает вынужденные

колебания в противофазе или с некоторым сдвигом фазы по гармоническому
закону; (б) плотноупакованный ряд частиц движется вынужденно по

гармоническому закону
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где 𝐴 и Ω𝜔max - амплитуда и частота колебаний, соответственно. Параметр 𝜑

управляет относительным сдвигом фаз для двух колеблющихся частиц; при
𝜑 = 0 частицы колеблются в противофазе. Рассмотрение не одной, а двух ча­
стиц, совершающих вынужденные колебания, позволяет изучить влияние сдви­
га фазы и получить асимметричный поток энергии в решетку.

Две движущиеся частицы рассматриваются как источник энергии, а пол­
ная энергия решетки 𝐻, определяемая уравнением (3.2), вычисляется как функ­
ция времени для различных параметров вынужденного движения 𝐴, Ω и 𝜑,
входящих в уравнение (3.1).

Гамильтониан квадратной решетки без учета дальнодействия имеет вид

𝐻 = 𝐾 + 𝑃1 + 𝑃2 =
𝐼∑︁

𝑖=1

𝐽∑︁
𝑗=1

𝑚

2
|�̇�𝑖,𝑗|2

+
𝐼∑︁

𝑖=1

𝐽∑︁
𝑗=1

(︁ 2∑︁
𝑘=1

𝜙1(|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|) +
6∑︁

𝑙=5

𝜙2(|𝑅𝑖,𝑗,𝑙|)
)︁
, (3.2)

где 𝐾 - кинетическая энергия, а 𝑃1, 𝑃2 - потенциальные энергии связей между
первым и вторым соседями соответственно. Используется следующее обозна­
чение �̇�𝑖,𝑗 = 𝑑𝑟𝑖,𝑗/𝑑𝑡 для скорости частицы. 𝜙1 и 𝜙2 - потенциалы 𝛽-ФПУЦ
для взаимодействий между первыми и вторыми соседями, заданные выраже­
нием (1.2). В гамильтониан (3.2) входят вектора, соединяющие частицу 𝑖,𝑗 с
первыми и вторыми соседями:

𝑅𝑖,𝑗,1 = 𝑟𝑖+1,𝑗 − 𝑟𝑖,𝑗, 𝑅𝑖,𝑗,2 = 𝑟𝑖,𝑗+1 − 𝑟𝑖,𝑗,

𝑅𝑖,𝑗,3 = 𝑟𝑖−1,𝑗 − 𝑟𝑖,𝑗, 𝑅𝑖,𝑗,4 = 𝑟𝑖,𝑗−1 − 𝑟𝑖,𝑗,

𝑅𝑖,𝑗,5 = 𝑟𝑖+1,𝑗+1 − 𝑟𝑖,𝑗, 𝑅𝑖,𝑗,6 = 𝑟𝑖−1,𝑗+1 − 𝑟𝑖,𝑗,

𝑅𝑖,𝑗,7 = 𝑟𝑖−1,𝑗−1 − 𝑟𝑖,𝑗, 𝑅𝑖,𝑗,8 = 𝑟𝑖+1,𝑗−1 − 𝑟𝑖,𝑗. (3.3)

Полная энергия частицы 𝑖,𝑗 определяется следующим образом

𝑒𝑖,𝑗 =
𝑚

2
|�̇�𝑖,𝑗|2 +

1

2

4∑︁
𝑘=1

𝜙1(|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|) +
1

2

8∑︁
𝑙=5

𝜙2(|𝑅𝑖,𝑗,𝑙|). (3.4)
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Гамильтониану (3.2) соответствуют следующие уравнения движения:

𝑚�̈�𝑖,𝑗 =
4∑︁

𝑘=1

𝐷1𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑥 +
8∑︁

𝑙=5

𝐷2𝑅𝑖,𝑗,𝑙,𝑥,

𝑚𝑣𝑖,𝑗 =
4∑︁

𝑘=1

𝐷1𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑦 +
8∑︁

𝑙=5

𝐷2𝑅𝑖,𝑗,𝑙,𝑦, (3.5)

где

𝐷1 =
𝜙′
1(|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|)
|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|

, 𝐷2 =
𝜙′
2(|𝑅𝑖,𝑗,𝑙|)
|𝑅𝑖,𝑗,𝑙|

. (3.6)

Периодические граничные условия, используемые при моделировании,
означают, что 𝑟𝑖,𝑗 = 𝑟𝑖+𝐼,𝑗 = 𝑟𝑖,𝑗+𝐽 . Размер ячейки моделирования задается
равным 𝐼 = 𝐽 = 500. Время моделирования выбирается таким образом, что­
бы возмущение от частиц, совершающих вынужденное движение, не успевало
достичь границ ячейки моделирования.

Очевидно, что приведённые в данном разделе соотношения являются част­
ным случаем модели с дальнодействием (см. главу 2) и могут быть получены
из неё полагая 𝑘3 = 𝑘4 = 0.

Параметры модели задаются следующим образом: масса частиц нормиру­
ется выбором единицы времени 𝑚 = 1; параметр решетки нормируется выбором
единицы расстояния ℎ = 1; линейная жесткость связей между ближайшими ча­
стицами нормируется выбором единицы энергии 𝑘1 = 1. Линейная жесткость
связей между вторыми соседями задается равной 𝑘2 = 0,9, поскольку жесткость
химических связей в кристаллах уменьшается с расстоянием. Для связей всех
типов приняты равные значения нелинейной жесткости, 𝛽1 = 𝛽2 = 10.

3.2 Дисперсионное соотношение фононных волн в квадратной
решетке без учета дальнодействия

Дисперсионные соотношения, приводимые в данном разделе, были пред­
ставлены в работе [159], здесь они будут получены как частный случай дисперси­
онных соотношений для решетки с дальнодействием, выведенные в разделе 2.1.
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Для малых перемещений, 𝑢𝑖,𝑗, 𝑣𝑖,𝑗 ≪ ℎ, можно вывести линеаризованные
уравнения движения частиц квадратной решетки. Они могут быть получены
из уравнений (2.1) и (2.2) просто полагая 𝑘3 = 𝑘4 = 0. В результате получим

𝑚�̈�𝑖,𝑗 = 𝑘1(𝑢𝑖−1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗) +
𝑘2
2
(𝑢𝑖−1,𝑗−1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗+1)

+
𝑘2
2
(𝑣𝑖−1,𝑗−1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖+1,𝑗+1) +

𝑘2
2
(𝑢𝑖−1,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗−1)

−𝑘2
2
(𝑣𝑖−1,𝑗+1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖+1,𝑗−1),

𝑚𝑣𝑖,𝑗 = 𝑘1(𝑣𝑖,𝑗−1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖,𝑗+1) +
𝑘2
2
(𝑢𝑖−1,𝑗−1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗+1)

+
𝑘2
2
(𝑣𝑖−1,𝑗−1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖+1,𝑗+1)−

𝑘2
2
(𝑢𝑖−1,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗−1)

+
𝑘2
2
(𝑣𝑖−1,𝑗+1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖+1,𝑗−1). (3.7)

Эти уравнения допускают решения в виде бегущих фононных волн, 𝑢𝑖,𝑗 =
𝑈 exp[i(𝑞𝑖+𝑠𝑗−𝜔𝑡)], 𝑣𝑖,𝑗 = 𝑉 exp[i(𝑞𝑖+𝑠𝑗−𝜔𝑡)], где 𝑈, 𝑉 - компоненты волнового
вектора, i - мнимая единица, 𝑞,𝑠 - волновые числа, а 𝜔 - частота. Подстановка
этих выражений в уравнение (3.7) дает следующее дисперсионное соотношение

𝜔2
1,2(𝑞, 𝑠) =

𝛾 + 𝛿 + 𝜂 + 𝜃 ±
√︀

(𝛾 − 𝛿)2 + (𝜂 − 𝜃)2

2𝑚
, (3.8)

где значения 𝛾, 𝛿, 𝜂 и 𝜃 находятся из уравнений

𝛾 = 4𝑘1 sin
2 𝑞

2
, 𝛿 = 4𝑘1 sin

2 𝑠

2
,

𝜂 = 4𝑘2 sin
2 𝑞 + 𝑠

2
, 𝜃 = 4𝑘2 sin

2 𝑞 − 𝑠

2
. (3.9)

Для волновых чисел (𝑞,𝑠) = (±𝜋,0) и (0, ± 𝜋) частоты фононов предств­
лены следующим выражением

𝜔1 = 2
√︀

(𝑘1 + 𝑘2)/𝑚, 𝜔2 = 2
√︀

𝑘2/𝑚, (3.10)

а для волновых чисел (𝑞,𝑠) = (±𝜋,± 𝜋) следующим

𝜔1 = 𝜔2 = 2
√︀

𝑘1/𝑚. (3.11)
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Частота 𝜔1, представленная первой формулой в уравнении (3.10), - это
максимальная частота фононов. Для параметров модели, принятых в этом ис­
следовании, 𝑘1 = 1, 𝑘2 = 0,9, 𝑚 = 1, можно найти следующее значение макси­
мальной частоты фононов в рассматриваемой решетке

𝜔max = 2,757. (3.12)

3.3 Передача энергии квадратной решетке от пары колеблющихся
частиц

Несколько примеров графиков зависимости 𝐻(𝑡)/𝑁 , где 𝑁 = 𝐼𝐽 - коли­
чество частиц в расчетной ячейке, показаны на рисунке 3.3. На (a) амплитуда
внешнего воздействия равна 𝐴 = 0,02, а на (б) 𝐴 = 0,09; сдвиг фазы равен
𝜑 = 0 в обоих случаях. Различные кривые показывают результаты для разных
значений Ω, как указано в легенде. Значению Ω = 1 соответствует внешнее
воздействие на частоте равной верхнему краю фононного спектра.

Как видно из рисунка 3.3, существует критическое значение Ω = Ω*, выше
которого энергия перестает поступать в решетку и 𝐻(𝑡) достигает насыщения.
При Ω ≤ Ω* энергия решетки увеличивается со временем, что означает, что
энергия постоянно передается от движущихся частиц к решетке. На панелях
(а) и (б) критическими значениями являются Ω* = 1,001 и Ω* = 1,017 соответ­
ственно. По мере того, как Ω уменьшается и приближается к фононной зоне,
скорость потока энергии к решетке от движущихся частиц увеличивается.

Критические значения Ω* для различных амплитуд возбуждения 𝐴 и раз­
личных сдвигов фаз 𝜑 представлены на рисунке 3.4. Супратрансмиссия проис­
ходит выше фононного диапазона и ниже критических значений Ω*. Функция
Ω*(𝐴) растет и не показывает четкой зависимости от 𝜑, например, для 𝐴 = 0,07

и 0,08 критическое значение Ω* уменьшается с увеличением 𝜑, но для 𝐴 = 0,10

и 0,11 критическое значение Ω* растёт с увеличением 𝜑.
Интересно проанализировать механизм передачи энергии решетке. Для

этой цели распределение плотности энергии по решетке во время моделирова­
ния 𝑡 = 250 показано на рисунках 3.5, 3.6, и 3.7 для амплитуд возбуждения
𝐴 = 0,07, 0,09 и 0,11 соответственно. Во всех случаях сдвиг фазы равен 𝜑 = 0,
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Рисунок 3.3 — Зависимость полной энергии частиц решетки, нормированной
на число частиц, от времени для (a) 𝐴=0,02 и (б) 𝐴=0,09. Результаты для

разных значений Ω показаны кривыми разных цветов в соответствии с
условными обозначениями. Напомним, что согласно уравнению (3.1) случай
Ω = 1 соответствует возбуждению с частотой на верхнем краю фононного
спектра. Две приводимые в движение частицы колеблются в противофазе,

поскольку задано значение 𝜑 = 0

и рассматриваются различные значения параметра Ω, управляющего частотой
внешнего воздействия, как указано на каждой панели. Две возбуждаемые ча­
стицы показаны черным цветом, они расположены в центре рисунка. Осталь­
ные частицы окрашены в соответствии с их суммарной энергией с градиентом
от белого к красному. Белый цвет соответствует нулевой энергии, а красный -
максимальной энергии.

Панели (a) на рисунках 3.5, 3.6 и 3.7 представляют результаты для Ω близ­
ких к Ω*, в то время как на (б) и (в) рассматриваются меньшие значения Ω,
но выше фононной полосы. Можно видеть, что на рисунке (а) ДБ периодиче­
ски испускаются источником энергии и продолжают свое движение в разные
стороны параллельно оси 𝑥. Поток энергии к решетке на рисунке (а) симметри­
чен относительно вертикальной линии, проходящей между двумя движущими­
ся частицами. На (б) и особенно на (в), при меньших значениях Ω, испускание
ДБ является менее периодичным и менее симметричным. Можно сделать вы­
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Рисунок 3.4 — Критическое значение Ω* как функция амплитуды
возбуждения 𝐴 для различных значений 𝜑, указанных в легенде

вод, что при меньших значениях Ω симметричное излучение энергии становится
нестабильным, даже если две движущиеся частицы движутся строго в проти­
вофазе, то есть симметрично. Для 𝜑 ̸= 0, как и ожидалось, излучение энергии
движущимися частицами асимметрично даже для Ω очень близкого к Ω*.

Как видно из рисунков 3.5, 3.6 и 3.7, в случае когда Ω лишь немного мень­
ше, чем Ω*, супратрансмиссия происходит посредством симметричного и ква­
зипериодического излучения ДБ, удаляющихся от источника энергии с четко
определенной скоростью. На рисунке 3.8 скорость ДБ 𝑉DB показана как функ­
ция амплитуды вынужденного движения частиц 𝐴 для частоты Ω немного ниже
Ω*. Видно, что скорость увеличивается с увеличением 𝐴.

Когда Ω лишь немного ниже Ω*, ДБ, излучаемые источником энергии,
перемещаются параллельно оси 𝑥. По мере уменьшения Ω излучение ДБ может
происходить вдоль оси 𝑦, как показано на рисунке 3.5(б), или может излучаться
в разных направлениях, как показано на рисунке 3.5(в).
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Рисунок 3.5 — Распределение энергии в вычислительной ячейке в момент
времени 𝑡 = 250 для вынужденного движения пары частиц с амплитудой

𝐴 = 0,07, сдвигом фазы 𝜙 = 0 и значением Ω, указанным на каждой панели.
Критическое значение частоты составляет Ω* = 0,012. Интенсивность

красного цвета увеличивается с увеличением суммарной энергии частиц.
Можно видеть ДБ, излучаемые двумя движущимися частицами, которые

показаны черным цветом в середине рисунков

3.4 Передача энергии квадратной решетке от ряда колеблющихся
частиц

В данном разделе, так же как и в предыдущем, применяется кинемати­
ческое внешнее воздействие на один ряд частиц. В вычислительной ячейке,
включающей 𝐼×𝐽 частиц, ряд частиц с 𝑖 = 0 совершает вынужденое движение
по синусоидальному закону в направлении оси 𝑥, см. рисунок 3.2(б),

𝑢0,𝑗(𝑡) = 𝐴 sin(Ω𝑡), 𝑣0,𝑗(𝑡) = 0, 𝑗 = 0,...,𝐽 − 1, (3.13)
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Рисунок 3.6 — То же, что и на рисунке 3.5, но для амплитуды возбуждения
𝐴 = 0,09. В этом случае критическая частота равна Ω* = 1,018

где 𝐴 и Ω - это амплитуда и частота вынужденного движения. Все частицы с
𝑖 ̸= 0 при 𝑡 = 0 находятся в своих равновесных положениях и имеют нулевую
начальную скорость, �̇�𝑖,𝑗(0) = �̇�𝑖,𝑗(0) = 0, для 𝑖 ̸= 0.

Будут изучены относительно небольшие значения амплитуды вынужден­
ных колебаний 𝐴, при этом будем в основном интересоваться частотами вынуж­
денного движения внутри фононного спектра, 0 < Ω ≤ 𝜔max, хотя частотам
выше фононного диапазона также будет уделено внимание.

Решается задача о передаче энергии решетке от ряда вынужденно колеб­
лющихся частиц, и мощность этого источника, то есть энергия передаваемая
решетке за единицу времени, определяется для различных значений 𝐴 и Ω.

В пределе малых значений амплитуды вынужденного движения, 𝐴 ≪ ℎ,
задачу можно решить аналитически, рассмотрев её как одномерную, считая,
что 𝑢𝑖,𝑗 = 𝑢𝑖, 𝑣𝑖,𝑗 = 0. В таком предположении уравнения (3.7) сводятся к
следующему уравнению движения относительно 𝑢𝑖(𝑡):

𝑚�̈�𝑖 = (𝑘1 + 𝑘2)(𝑢𝑖−1 − 2𝑢𝑖 + 𝑢𝑖+1). (3.14)
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Рисунок 3.7 — То же, что и на рисунке 3.5, но для амплитуды возбуждения
𝐴 = 0,11. В этом случае критическая частота равна Ω* = 1,026

Рисунок 3.8 — Скорость первого ДБ, испущенного парой частиц,
совершающих вынужденное движение с амплитудой 𝐴, частотой Ω немного

ниже Ω* и сдвигом фазы 𝜑 = 0.

Фонон с амплитудой 𝐴 и частотой Ω имеет плотность энергии

𝑒 =
1

2
𝑚𝐴2Ω2, (3.15)
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при этом зависимость Ω от волнового числа 𝑞 имеет вид

Ω2 =
4(𝑘1 + 𝑘2)

𝑚
sin2

𝑞

2
, (3.16)

что получается из уравнений (3.8) и (3.9) при 𝑠 = 0.
Далее вычислим групповую скорость фононов

𝑣(𝑞) = ℎ
d𝜔

d𝑞
=

ℎ

2

√︂
𝑘1 + 𝑘2

𝑚

sin 𝑞

sin 𝑞
2

. (3.17)

Исключив с помощью дисперсионного соотношения (3.16) волновое чис­
ло 𝑞 из уравнения (3.17), групповую скорость можно записать как функцию
частоты Ω.

Фонон, распространяющийся от источника энергии с групповой скоростью
𝑣 в вычислительной ячейке с поперечным размером 𝐽 , за время 𝑡 передает
решетке энергию

𝐸(𝐴,Ω) = 𝑡𝐽𝑒𝑣(Ω) = 𝑡𝐽𝑣(Ω)
1

2
𝑚𝐴2Ω2. (3.18)

Мощность такого источника энергии будет

𝑊 (𝐴,Ω) =
𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝐽𝑒𝑣(Ω) =

𝐽

2
𝑚𝐴2Ω2𝑣(Ω). (3.19)

Анализ зависимости (3.19) показывает, что мощность источника отлична
от нуля в диапазоне частот возбуждения 0 < Ω < 𝜔max, см. рисунок 3.9, а вне
этого диапазона она равна нулю, поскольку фонон не испускаеся при часто­
тах внешнего воздействия вне фононного спектра. Этот вывод справедлив для
гармонического приближения, но с ростом амплитуды внешнего воздействия 𝐴

наблюдается отклонение мощности источника от формулы (3.19) за счет влия­
ния нелинейности взаимодействия между частицам.

Из рисунка 3.9 видно, что с увеличением частоты внешнего воздействия
мощность источника сначала возрастает, а потом убывает до нуля при Ω =

𝜔max. Такое поведение объясняется тем, что при малых Ω мощность растет
квадратично, поскольку групповая скорость длинных волн почти не зависит
от длины волны, а энергия волн пропорциональна Ω2. Для коротких волн 𝑊
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Рисунок 3.9 — Нормированная мощность источника энергии в виде ряда
частиц, совершающих вынужденные колебания по закону (3.13), как функция
частоты внешнего воздействия Ω, нормированной на максимальную частоту

фононного спектра. Данный результат получен в гармоническом приближении
и выражен уравнением (3.19)

быстро падает с увеличением Ω, поскольку их групповая скорость стремится к
нулю при приближении к границе первой зоны Бриллюэна.

Проведённые численные расчёты с учетом нелинейности показали, что,
во-первых, мощность в диапазоне 0 < Ω < 𝜔max оказывается выше, чем пред­
сказывает линейная теория и, во вторых, положительная мощность источника
наблюдается также в узком диапазоне частот выше фононного спектра, что и
является эффектом супратрансмиссии [85—87]. Чем выше амплитуда 𝐴, тем
шире интервал частот выше фононной полосы, где 𝑊 > 0.

Как сказано выше, особый интерес представляет передача энергии на ча­
стотах внутри фононного спектра. Покажем как энергия передается решетке в
случае частот внешнего воздействия 0,9𝜔max и 0,97𝜔max, см. рисунок 3.10(a) и
(б), соответственно. И в том и в другом случае частота лежит в пределах фо­
нонного спектра. В обоих случаях амплитуда внешнего воздействия составляет
𝐴 = 0,05.

Как видно из рисунка 3.10(a) и (б), несмотря на то, что частота внешнего
воздействия в обоих случаях находится в фононном спектре, распространение
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Рисунок 3.10 — Плотность энергии как функция номера ряда частиц 𝑖 в
момент времени 𝑡 = 400. Атомный ряд, совершающий вынужденное движение,

находится слева при 𝑖 = 0. Амплитуда вынужденного движения равна
𝐴 = 0,05, а частота (a) Ω = 0,9𝜔max и (б) Ω = 0,97𝜔max. Представлены

результаты для одномерной модели (𝐽 = 1). Горизонтальные красные линии
показывают плотность энергии фонона: (a) 𝑒 = 0,0081 и (б) 𝑒 = 0,0094,
рассчитанные по (3.15). Предполагаемое из линейной теории положение

фронта волны, рассчитанное из (3.17), показано вертикальной голубой линией.
На (а), излучаемая фононная волна неустойчива, в результате чего она

распадается на волновые пакеты с основной частотой колебаний 0,9292𝜔max,
то есть внутри фононного спектра. На (б) излучаются ДБ с основной частотой

колебаний 1,001𝜔max, то есть выше фононного спектра
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энергии в системе происходит по-разному, причем, различия носят качествен­
ный характер. На (a) источник энергии испускает бегущую волну, которая через
какое-то время распадается на волновые пакеты из-за модуляционной неустой­
чивости. На (б) энергия передается решетке периодически испускаемыми ло­
кализованными возбуждениями. Расчет частоты колебаний частиц в пределах
данных локализованных возбуждений показал, что на (б) они представляют
собой ДБ, поскольку их основная частота колебаний превышает частоту внеш­
него воздействия, Ω = 0,97𝜔max, и лежит выше фононного спектра, состав­
ляя 1,001𝜔max. На (a) волновые пакеты имеют основную частоту колебаний
0,9292𝜔max, что также превышает частоту внешнего воздействия Ω = 0,9𝜔max,
но лежит в пределах фононного спектра.

Плотность энергии, испускаемой источником, можно оценить в гармониче­
ском приближении с помощью уравнения (3.15); она показана горизонтальными
красными линиями на рисунке 3.10. Скорость распространения волны, соглас­
но линейной теории, оценивается по уравнению (3.17). Вертикальные голубые
линии показывают фронт волны по этой оценке. Видно, что локализованные
возбуждения на (a) и (б) движутся быстрее, чем предсказывает линейная тео­
рия, обгоняя вертикальную голубую линию. Тот факт, что частота волновых
пакетов на (а) и ДБ на (б) выше частоты внешнего воздействия имеет простое
объяснение. Потенциал 𝛽-ФПУЦ, используемый в модели, имеет жесткий тип
нелинейности и рост амплитуды локализованных волн по сравнению с фонон­
ной волной приводит к росту частоты колебаний.

Таким образом, установлено, что формирование ДБ источником энергии
возможно и в том случае, когда частота внешнего воздействия находится внут­
ри, но недалеко от края фононного спектра. Этот факт дополняет наши пред­
ставления о явлении супратрансмиссии, которое предполагает испускание ДБ
при воздействии на решетку на частотах вне фононного спектра.

Численно исследовался и двумерный случай, когда когда размер вычисли­
тельной ячейкм составлял 𝐼 = 200 и 𝐽 = 160. Параметры внешнего воздействия
были выбраны равными 𝐴 = 0,05, Ω = 0,9𝜔max и Ω = 0,97𝜔max, как в одномер­
ной модели, см. рисунок 3.10.

Результаты для двумерного случая при относительно малых временах мо­
делирования практически совпадали с тем, что наблюдалось в одномерном слу­
чае, а именно, для частоты внешнего воздействия Ω = 0,9𝜔max, испускался
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фонон, который затем распадался на волновые пакеты, а для Ω = 0,97𝜔max

наблюдалось испускание линейных ДБ. С течением времени, линейные ДБ рас­
падались на обычные ДБ, локализованные в обоих пространственных измере­
ниях, распространяющиеся вдоль направлений 𝑦 = ±𝑥. Такие движущиеся ДБ
представлены на рисунке 10 статьи [163].

Отметим, что результаты, представленные на рисунке 3.10 были получе­
ны для модели квадратной решетки без учета дальнодействия, см. рисунок 3.1.
Однако для изучения ДБ в кристаллах, как отмечалось выше, важно рассмот­
реть влияние дальнодействующих взаимодействий. С этой целью, задача о су­
пратрансмиссии в квадратной решетке от ряда вынужденно колеблющихся ато­
мов была рассмотрена также и в рамках модели с дальнодействием, см. рису­
нок 1.2. Результаты, полученные в рамках обеих моделей, различаются лишь
количественно. Вывод о том, что возбуждение ДБ возможно при вынужденном
периодическом воздействии на квадратную решету внутри фононного спектра,
сохраняется и для случая решетки с дальнодействующими взаимодействиями.

3.5 Выводы по главе

Передача энергии квадратной решетке от пары колеблющихся атомов
(раздел 3.3).

Численно изучена передача энергии квадратной решетке 𝛽-ФПУЦ от гар­
монически возбуждаемой пары соседних частиц на частотах выше фононного
спектра. Найдена критическая частота возбуждения в зависимости от ампли­
туды возбуждения, см. рисунок 3.4. Когда параметр Ω превышает пороговое
значение Ω*, энергия не поступает от движущихся частиц к решетке. В интер­
вале частот внешнего воздействия 1 ≤ Ω ≤ Ω*, где Ω = 1 соответствует верхней
границе фононного спектра, наблюдается явление супратрансмиссии и энергия
поступает в решетку.

Показано, что когда Ω лишь немного ниже Ω*, вынужденно движущиеся в
противофазе частицы испускают ДБ почти периодически и симметрично влево
и вправо, см. панели (а) на рисунках с 3.5 по 3.7. Если вынужденно движущи­
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еся частицы колеблются со сдвигом фазы (𝜑 ̸= 0), то ДБ, как и ожидалось,
излучаются асимметрично.

Для Ω значительно ниже Ω*, но выше фононного спектра, механизм су­
пратрансмиссии другой. Симметричный поток энергии от движущихся частиц
к решетке становится нестабильным даже при 𝜑 = 0, см. панели (в) на рисун­
ках с 3.5 по 3.7. Испускаемые ДБ могут перемещаться в разных направлениях
и иметь гораздо меньшее время жизни, излучая энергию и быстрее распадаясь.

Тот факт, что ДБ регулярно генерируются только для Ω, близких к Ω*,
может быть объяснен тем, что рассматриваемая квадратная решетка поддержи­
вает множество различных ДБ [163]. В узком диапазоне частот вынужденного
воздействия, близком к пороговому значению Ω*, формируется только один тип
ДБ. Когда частота вынужденного воздействия находится ближе к фононному
диапазону, могут формироваться различные типы ДБ, которые создают помехи
друг другу, что приводит к менее регулярной динамике.

Передача энергии квадратной решетке от ряда колеблющихся атомов (раз­
дел 3.4).

Проанализирована передача энергии квадратной решетке 𝛽-ФПУЦ от ря­
да частиц, совершающих вынужденные гармонические колебания с частотой Ω

и амплитудой 𝐴. Акцент сделан на анализе частот внешнего воздействия ниже
и выше границы фононного спектра 𝜔max, блико к этой границе. Для случая
𝛽 > 0 выявлены различные механизмы передачи энергии решетке даже в слу­
чае Ω < 𝜔max. Последовательно рассмотрены одномерный и двумерный случаи,
а также рассмотрены случаи решетки со взаимодействиями между двумя и че­
тырьмя ближайшими соседями.

Для одномерного случая задача решена точно в рамках линейной теории.
Анализ полученного решения показывает, что мощность источника отлична от
нуля в диапазоне частот возбуждения 0 < Ω < 𝜔max, а вне этого диапазона она
равна нулю, поскольку фонон не испускаеся при частотах внешнего воздействия
вне фононного спектра. Однако с ростом амплитуды внешнего воздействия 𝐴

наблюдается отклонение мощности источника от предсказания линейной тео­
рии (3.19) за счет влияния нелинейности взаимодействия между частицам. Чис­
ленный анализ с учетом нелинейности показал, что, во-первых, мощность в диа­
пазоне 0 < Ω < 𝜔max оказывается выше, чем предсказывает линейная теория
и, во вторых, положительная мощность источника наблюдается также в узком
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диапазоне частот выше фононного спектра, что и является эффектом супра­
трансмиссии [85—87].

Внешнее воздействие на частоте Ω ниже гранцы фононного спектра 𝜔max,
генерирует фононную волну, которая ввиду модуляционной неустойчивости рас­
падается на волновые пакеты, см. рисунок 3.10(a). Частота волновых пакетов
немного превышает частоту внешнего воздействия, что объясняется жестким
типом нелинейности потенциала 𝛽-ФПУЦ, когда рост амплитуды колебаний
связан с ростом частоты колебаний.

Приближение частоты внешнего воздействия снизу к верхнему краю фо­
нонного спектра приводит к испусканию не фононной волны, а серии ДБ, см.
рисунок 3.10(б). Частота ДБ находится выше верхнего края фононного спектра.

Приходим к выводу, что в решетке с жестким типом нелинейности ДБ
могут генерироваться рядом частиц, совершающих вынужденные колебания на
частоте внешнего воздействия в пределах фононного спектра, но недалеко от
его края. С увеличением амплитуды внешнего воздействия расширяется диапа­
зон частот внешнего воздействия внутри фононного спектра, где формируются
ДБ. Данный вывод справедлив как для решетки с дальнодействующими взаимо­
действиями, так и для случая учета взаимодействий между двумя ближайшими
соседями.

Численный анализ для двумерного случая показал, что испускаемые ли­
нейные бризеры неустойчивы, что приводит к их распаду на обычные нуль­
мерные ДБ, которые локализованы в двух пространственных измерениях. Ин­
тересно, что линейные ДБ перемещаются вдоль оси 𝑥, но нульмерные ДБ в
диагональных направлениях решетки, 𝑦 = 𝑥 или 𝑦 = −𝑥. Столкновение таких
ДБ приводит к их более быстрому, чем в одномерном случае, затуханию.

В заключении отметим, что ДБ могут возникать и перемещаться по решет­
ке, осуществляя транспорт энергии, не только тогда, когда частота внешнего
воздействия лежит вне фононного спектра, как постулировалось в классической
супратрансмиссии [85—87], но и когда она находится внутри спектра, близко к
краю. Еще один вывод, сделанный при изучении классической супратрансмис­
сии, является наличие критической амплитуды вынужденного внешнего воз­
действия, ниже которой явление не наблюдается. Этот вывод справедлив и для
возбуждения ДБ на частотах внутри фононного спектра. Кроме того, это спра­
ведливо также и при учете дальнодействующих взаимодействий.
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В будущем было бы интересно изучить явление супратрансмиссии в трех­
мерных решетках, а также в ОЦК, ГЦК и ГПУ металлах; такие результаты
были бы интересны с практической точки зрения.
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Глава 4. Дискретные бризеры в квадратной решетке с
дальнодействующими взаимодействиями

4.1 Новые дискретные бризеры, основанные на ДНКМ 6 и 9,
полученные с помощью функций локализации

О ДБ, основанных на ДНКМ 1 и 16, сообщалось в работе [161], в кото­
рой рассматривалась квадратная решетка с ближайшими и вторыми соседями.
Здесь мы покажем, что ДНКМ 6 и 9 могут иметь частоты выше фононного
спектра только тогда, когда 𝑘4 > 0, точнее, когда выполняется условие (2.12).
В соответствии с этим условием новые линейные ДБ будут найдены в данном
разделе путем применения функций локализации к ДНКМ 6 и 9.

Применим известный и весьма продуктивный подход к нахождению ДБ,
разработанный для решеток высокой размерности [8]. Основная идея очень
проста. Поскольку частота ДБ должна быть выше фононного спектра, мож­
но изучить все ДНКМ рассматриваемой решетки, а их число конечно, так как
конечно число преобразований симметрии, которые используются для нахож­
дения ДНКМ, и выделить те из них, которые имеют частоту выше фононного
спектра. Можно далее пытаться получить долгоживущий ДБ, накладывая на
ДНКМ функцию локализации, экспоненциально убывающую с расстоянием от
центра ДБ. Разумеется, что при таком подходе не ставится задача нахождения
точных бризерных решений, имеющих одну частоту колебаний для всех частиц,
а осуществляется поиск долгоживущих квазибризеров [164].

Функции локализации имеют три основных параметра: амплитуду 𝐴, па­
раметры, описывающие центр локализации дискретного бризера относительно
точек решетки, и степень пространственной локализации. Амплитуда прини­
мается равной порядка 𝐴 ∼ 0,1, поскольку этого достаточно для проявления
эффектов ангармонизма при принятом выборе параметров 𝛽𝑙 = 10, 𝑙 = 1,...,4 в
𝛽-ФПУЦ потенциале (1.2). Центр функции локализации выбирается на высоко­
симметричных линиях или точках квадратной решетки. Степень локализации
выбирается путем минимизации энергии, излучаемой ДБ во время его стаби­
лизации. Выброс части энергии от ДБ в решетку происходит из-за неточных
начальных условий, и чем меньше выброс, тем лучше начальные условия.
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Мы берем значения жесткостей связей из набора 1, см. таблицу 1, потому
что в этом случае ДНКМ 6 и 9 имеют частоты выше фононного спектра и, более
того, выполняется физически обоснованное требование уменьшения жесткости
связи с расстоянием между частицами. Хотя 𝑘3 не влияет на частоты ДНКМ 6
и 9, этот коэффициент вносит (слабый) вклад в динамику ДБ, поскольку сим­
метрия локализованных мод ниже, чем симметрия ДНКМ, и связи, которые не
включались при колебании ДНКМ, начинают работать при запуске ДБ.

Важно отметить, что в наши задачи не входит доказательство того, что
полученные локализованные решения являются точными периодическими во
времени решениями уравнений движения. Мы ищем долгоживущие локализо­
ванные колебательные моды, называемые квазибризерами [161].

4.1.1 Одномерные дискретные бризеры

Мы начинаем с одномерных дискретных бризеров, локализованных вдоль
прямой, заданной уравнением

𝑝1𝑥+ 𝑝2𝑦 + 𝑝3 = 0. (4.1)

Известно, что ДБ экспоненциально локализован в пространстве, то есть ампли­
туды колебаний частиц убывают по экспоненциальному закону с удалением от
этой прямой. Для удовлетворения этого условия функцию локализации берем
в следующем виде

𝑎𝑖𝑗 =
𝐴

cosh(𝜅𝑑𝑖𝑗)
, (4.2)

здесь 𝑎𝑖𝑗 обозначает длину вектора начального смещения частицы с радиус­
вектором решеточного положения 𝜉𝑖,𝑗, 𝐴 - это амплитуда ДНКМ, параметр 𝜅

задает степень пространственной локализации ДБ, а 𝑑𝑖𝑗 - это расстояние от
узла решетки 𝑖,𝑗 до прямой,

𝑑𝑖𝑗 =
|𝑝1𝑥𝑖𝑗 + 𝑝2𝑦𝑖𝑗 + 𝑝3|√︀

𝑝21 + 𝑝22
. (4.3)
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Из уравнения (4.3) следует, что 𝑝1 и 𝑝2 в уравнении прямой (4.1) не об­
ращаются в нуль одновременно, иначе обратится в нуль знаменатель данного
выражения. Все частицы в момент времени 𝑡 = 0 имеют нулевую начальную
скорость.

Например, для линии 𝑦 = 0 из уравнения (4.1) получаем 𝑝1 = 𝑝3 = 0 и
𝑝2 = 1, а из уравнения (4.3) 𝑑𝑖𝑗 = 𝑦𝑖𝑗. Функция локализации принимает вид

𝑎𝑖𝑗 =
𝐴

cosh(𝜅𝑦𝑖𝑗)
. (4.4)

Для линии 𝑦 = ℎ/2 получаем 𝑝1 = 0, 𝑝2 = 1 и 𝑝3 = −ℎ/2. Функция
локализации приобретает вид

𝑎𝑖𝑗 =
𝐴

cosh(𝜅(𝑦𝑖𝑗 − ℎ/2))
. (4.5)

Мода Сиверса-Такено [165] и мода Пэйджа [166] показаны на рисун­
ке 4.1(a) и (б), соответственно; они получены с использованием функций ло­
кализации (4.4) и (4.5), соответственно. В первом случае ДБ локализован на
частицах, а во втором - центр локализации находится посередине между дву­
мя плотноупакованными рядами частиц. Они были получены из ДНКМ 6 с
параметрами, указанными в подрисуночной подписи. В этом одномерном ДБ
частицы колеблются вдоль линии локализации, которая показана красным цве­
том.

Два других линейных ДБ, основанных на ДНКМ 6, показаны на рисун­
ке 4.2. Здесь частицы колеблются перпендикулярно линии локализации (пока­
зана красным). На панелях (а) и (б) показаны ДБ Сивера-Такено и Пейджа,
соответственно. ДБ на рисунке 4.2 имеют меньшую степень пространственной
локализации, чем на рисунке 4.1.

ДБ Сиверса-Такено и Пэйджа также могут быть получены для ДНКМ 9,
как показано на рисунках 4.3(a,б) и 4.4(a,б). Отличие от ДНКМ 6 состоит в
том, что тепрь линиями локализации выступают 𝑦 = ±𝑥, а не 𝑦 = const и
𝑥 = const. Параметры линии локализации (4.1) и функции локализации (4.2)
указаны в подрисуночных подписях. На рисунке 4.3 частицы колеблются вдоль
линии локализации, в то время как на рисунке 4.4 они колеблются перпендику­



64

Рисунок 4.1 — Линейные ДБ основанные на ДНКМ 6. Траектории частиц
показаны черным цветом. Параметры уравнения, задающего линию

локализации (4.1) и функцию локализации (4.2) равны (a) 𝑝1 = 0, 𝑝2 = 1,
𝑝3 = 0, 𝐴 = 0,25 и 𝜅 = 2,99; (б) 𝑝1 = 0, 𝑝2 = 1, 𝑝3 = ℎ/2, 𝐴 = 0,25 и 𝜅 = 2,01.

Функции локализации заданы уравнениями (4.4) и (4.5), соответственно.
Линии около которых локализованы ДБ показаны красным. В данном случае
частицы колеблются вдоль линии локализации. Частицы показаны в момент
максимального отклонения от равновесных положений. На рисунках (а) и (б)

показаны моды Сиверса-Такено и Пейджа соответственно
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Рисунок 4.2 — Линейные ДБ, основанные на ДНКМ 6, с частицами,
колеблющимися перпендикулярно линии локализации, показанной красным
цветом. Параметрами линии локализации (4.1) и функции локализации (4.2)
являются (a) 𝑝1 = 1, 𝑝2 = 0, 𝑝3 = 0, 𝐴 = 0,15 и 𝜅 = 0,94; (б) 𝑝1 = 1, 𝑝2 = 0,

𝑝3 = ℎ/2, 𝐴 = 0,15 и 𝜅 = 0,89. Смещения частиц для наглядности умножены
на коэффициент 2
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Рисунок 4.3 — Линейные ДБ, основанные на ДНКМ 9, с частицами,
колеблющимися вдоль линии локализации, которая показана красным цветом.

Траектории частиц показаны черным цветом. Параметрами линии
локализации (4.1) и функции локализации (4.2) на (а) являются 𝑝1 = −1,
𝑝2 = 1, 𝑝3 = 0, 𝐴 = 0,15 и 𝜅 = 1,25; и на (б) 𝑝1 = −1, 𝑝2 = 1, 𝑝3 = ℎ/2,
𝐴 = 0,15 и 𝜅 = 1,25. Смещения частиц умножены на 2 для наглядности

лярно линии локализации. В последнем случае степень локализации линейных
дискретных бризеров меньше, чем в первом.

Параметры линий (4.6) приведены в подписи к рисунку. Анализ перемеще­
ний частиц на рисунках 4.3 и 4.4 показывает, что степень локализации меньше
в случае, когда частицы колеблются параллельно линии локализации.

4.1.2 Дискретные бризеры

Рассмотрим ДБ локализованные в двух пространственных измерениях.
Пусть центр локализации ДБ находится в точке пересечения двух ортогональ­
ных прямых

𝑝1𝑥+ 𝑝2𝑦 + 𝑝3 = 0,

𝑝2𝑥− 𝑝1𝑦 + 𝑝4 = 0, (4.6)
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Рисунок 4.4 — Линейные ДБ, основанные на ДНКМ 9, с частицами,
колеблющимися перпендикулярно линии локализации, показанной красным
цветом. Параметрами линии локализации (4.1) и функции локализации (4.2)
являются (a) 𝑝1 = −1, 𝑝2 = 1, 𝑝3 = 0, 𝐴 = 0,15 и 𝜅 = 0,48; (б) 𝑝1 = −1, 𝑝2 = 1,
𝑝3 = ℎ/2, 𝐴 = 0,15 и 𝜅 = 0,48. Смещения частиц умножены на 2 для большей

наглядности

где, как и ранее, 𝑝1 и 𝑝2 не обращаются в нуль одновременно. Выразим коорди­
наты точки пересечения двух прямых, решив систему уравнений (4.6):

𝑥0 =
−𝑝1𝑝3 − 𝑝2𝑝4

𝑝21 + 𝑝22
, 𝑦0 =

−𝑝2𝑝3 + 𝑝1𝑝4
𝑝21 + 𝑝22

. (4.7)

Для построения ДБ функция локализации берется в виде, обеспечивающим
экспоненциальное уменьшение амплитуд с удалением от обеих пересекающихся
прямых:

𝑎𝑖𝑗 =
𝐴

cosh(𝜅1𝑑𝑖𝑗) cosh(𝜅2𝑓𝑖𝑗)
, (4.8)

где 𝑎𝑖𝑗 - длина вектора начального смещения частицы, имеющей радиус-вектор
решеточного положения 𝜉𝑖,𝑗, 𝐴 - это амплитуда ДНКМ, 𝜅1 и 𝜅2 - параметры,
определяющие степень локализации ДБ по двум измерениям, 𝑑𝑖𝑗 и 𝑓𝑖𝑗 - это
расстояния от точки решетки 𝑖,𝑗 до прямых (4.6), которые определяются урав­
нениями (4.3) и

𝑓𝑖𝑗 =
|𝑝2𝑥𝑖𝑗 − 𝑝1𝑦𝑖𝑗 + 𝑝4|√︀

𝑝21 + 𝑝22
. (4.9)
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Рисунок 4.5 — ДБ основанные на ДНКМ 9; ортогональные линии локализации
показаны красным, а траектории частиц - черным. Параметрами прямых (4.6)

и функции локализации (4.8) являются: (a) 𝑝1 = −1, 𝑝2 = 1, 𝑝3 = 0, 𝑝4 = 0,
𝐴 = 0,15, 𝜅1 = 0,65 и 𝜅2 = 1,7; (б) 𝑝1 = −1, 𝑝2 = 1, 𝑝3 = 0, 𝑝4 = −ℎ, 𝐴 = 0,15 и

𝜅1 = 0,65, 𝜅2 = 1,7. Смещения частиц умножены на коэффициент 2

Попытки возбудить ДБ путем наложения функции локализации (4.8) на
ДНКМ 6 не привели к появлению долгоживущей колебательной моды. После
нескольких десятков периодов колебаний происходила делокализация колеба­
тельной энергии из-за проявления неустойчивости.

С другой стороны, ДБ Сиверса-Такено и Пейджа были успешно получены
путем применения функции локализации (4.8) к ДНКМ 9, см. рисунок 4.5(a,б),
соответственно. Полученные ДБ слабее локализованы в направлении колебаний
частиц по сравнению со степенью локализации в поперечном направлении.

4.2 Движущиеся одномерные дискретные бризеры

Без особых трудностей в квадратной решетке удалось возбудить одномер­
ные движущиеся ДБ с использованием следующей функции локализации

𝑎𝑖𝑗(𝑡) =
±𝐴 cos(𝜔DB𝑡+ 𝜌𝑑𝑖𝑗)

cosh(𝜅𝑑𝑖𝑗)
. (4.10)
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Рисунок 4.6 — Движущийся ДБ основаный на ДНКМ 6. Показаны амплитуды
колебаний частиц ряда 𝑗 = 0 в зависимости от времени. Частицы

пронумерованы индексом 𝑖, как указано для каждой кривой. Параметры
линейной жесткости соответствуют набору праметров 1 из таблицы 1.

Параметрами функции локализации (4.10) являются: 𝐴 = 0,05, 𝜔DB = 3,05,
𝜅 = 0,35, и рассматриваются различные значения сдвига фазы 𝜌: (а,б) 0,06 и
(в) 0,15. Параметры уравнения прямой локализации (4.1) следующие: на (a)
𝑝1 = 1, 𝑝2 = 0, 𝑝3 = 0 (центр локализации помещен на вертикальный ряд

частиц); на (б,в) то же, кроме 𝑝3 = ℎ/2 (центр локализации располагается
посередине между двумя вертикальными рядами частиц)
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Эта функции локализации, зависящая от времени, была использована для воз­
буждения движущихся ДБ в нелинейной цепочке в работе [167]. Здесь 𝐴 - ам­
плитуда ДНКМ, знак плюс или минус выбирается в соответствии с паттерном
смещений ДНКМ; 𝜔DB - это частота ДБ, которая определяется численно для
стационарного ДБ; сдвиг фазы 𝜌 вводится для приведения ДБ в движение; 𝜅 -
степень пространственной локализации, которая также оценивается для стаци­
онарного ДБ; 𝑑𝑖𝑗 - это расстояние от точки решетки 𝑖,𝑗 до линии локализации
ДБ, см. уравнение (4.1), которое определяется уравнением (4.3). Важно отме­
тить, что сдвиг фазы 𝜌 = 0 соответствует стационарному ДБ, поскольку именно
набег фазы колебаний частиц приводит к движению ДБ. Функция локализации,
заданная уравнением (4.10), используется для возбуждения движущихся одно­
мерных ДБ на основе ДНКМ 6 и 9, см. рисунок 4.2 и 4.4, соответственно.

Начнем с приведения в движение одномерного ДБ на основе ДНКМ 6, ста­
ционарная конфигурация которого в двух вариантах показана на рисунке 4.2.
Для стационарного ДБ амплитуды 𝐴 = 0,05 были найдены следующие пара­
метры, обеспечивающие минимальное излучение энергии: 𝜔DB = 3,05, 𝜅 = 0,35.
Эти же значения используются для возбуждения движущегося ДБ. На рисун­
ке 4.6 представлены попытки заставить ДБ двигаться. На (a) и (б) сдвиг фазы
𝜌 равен 0,06, и единственным отличием в начальных условиях является исход­
ное положение центра локализующей функции. Обратим внимание, что на (a)
ДБ не перемещается, но он перемещается на (б). Это связано с тем, что на (a)
ДБ изначально центрирован на вертикальном ряду частиц, при этом 𝑝1 = 1,
𝑝2 = 0 и 𝑝3 = 0 в уравнении (4.1), но на (б) ДБ был центрирован между дву­
мя вертикальными рядами частиц, 𝑝1 = 1, 𝑝2 = 0 и 𝑝3 = 0 в уравнении (4.1).
Очевидно, что ДБ, центрированный на вертикальном ряду частиц, находится в
яме потенциала Пайерлса-Набарро (ПН), и малое значение параметра ускоре­
ния 𝜌 = 0,06 привело к колебаниям ДБ вблизи этой ямы. То же самое значение
ускорения для ДБ центрированного между двумя рядами привел к его дви­
жению, см. рисунок 4.6(б). Когда 𝜌 = 0,15, см. рисунок 4.6(в), ДБ движется
плавно с очень небольшим излучением энергии. Период колебаний ДБ равен
𝑇 = 2𝜋/𝜔DB ≈ 2,06. Из рисунка 4.6(в) видно, что ДБ проходит одно расстоя­
ние между частицами примерно за 1500 единиц времени, или за 730 периодов
колебаний. В течение всего численного прогона на рисунке 4.6(в) ДБ совершил
около 12000 периодов колебаний.
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Рисунок 4.7 — Движущийся ДБ основанный на ДНКМ 9. Показаны
амплитуды колебаний частиц ряда 𝑗 = 𝐽/2 как функции времени. Частицы
пронумерованы индексом 𝑖, как указано для каждой кривой. Параметры
линейной жесткости соответствуют набору 1 из таблицы 1. Параметры

уравнения (4.10) следующие: 𝐴 = 0,05, 𝜔DB = 3,04, 𝜅 = 0,33 и сдвиг фазы
𝜌 = 0,15. Параметры прямой локализации (4.1) следующие: 𝑝1 = −1, 𝑝2 = 1,

𝑝3 = 0 (начальная конфигурация на диагональном ряду частиц)
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Переходим к одномерному ДБ на основе ДНКМ 9, две стационарные вер­
сии которого можно видеть на рисунок 4.4. Функция локализации, заданная
уравнением (4.10), применяется теперь для ускорения ДБ вдоль направления
𝑦 = −𝑥. Устойчивое движение одномерного ДБ представлено на рисунке 4.7, а
параметры уравнения (4.10) описаны в подрисуночной подписи. Этот ДБ дви­
жется быстрее и излучает энергию быстрее, чем ДБ показанный на рисунке 4.6.
Он проходит одно расстояние между частицами примерно за 240 единиц време­
ни, или за 115 периодов колебаний. О более быстром излучении энергии данным
ДБ свидетельствует заметное уменьшение амплитуды ДБ со временем.

ДБ, показанный на рисунке 4.5, менее интересен в контексте данного ис­
следования из-за его ограниченного времени жизни, которое составляет всего
несколько сотен периодов колебаний. Такого времени жизни недостаточно для
пробега по решетке, ведь, как мы видели, движущийся ДБ, изображенный на
рисунке 4.6, преодолевает одно расстояние между частицами за 730 периодов
колебаний, а ДБ, показанный на рисунке 4.7, проходит то же расстояние за 115
периодов. Короткое время жизни ДБ на рисунке 4.5 не позволяет наблюдать
его устойчивое движение. Движущийся ДБ, полученный на основе ДНКМ 6,
более перспективен в рамках проведенного исследования в связи с тем, что его
время жизни больше, чем у движущегося ДБ на основе ДНКМ 9.

4.3 Выводы по главе

В главе 4 применён эффективный способ построения стационарных и
движущихся ДБ, основанный на применении функции локализации к ДНКМ
с частотами выше фононного спектра. Линейные ДБ локализованы вдоль пря­
мой (4.1), а обычные ДБ около точки пересечения двух ортогональных прямых,
заданных уравнением (4.6). Данный подход с успехом применялся ранее для
получения ДБ на основе ДНКМ 1 и 16 в работе [161], где дальнодействие меж­
частичных сил не учитывалось. В главе 2, из анализа дисперсионных кривых
квадратной решетки с дальнодействием, было показано, что учет дальнодей­
ствия позволяет ДНКМ 6 и 9 иметь частоты выше фононного спектра и, следо­
вательно, открывается возможность получения новых ДБ, основанных на этих
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ДНКМ. Для физики кристаллов важно, что такая возможность имеется даже
при наложении физически обоснованного ограничения на параметры жестко­
сти связей (1.3), отражающего их ослабление с увеличением расстояния между
частицами.

В ходе работы были получены одномерные ДБ Сиверса-Такено [165] и
Пэйджа [166], основанные на ДНКМ 6, см. рисунки 4.1 и 4.2. В первом случае
частицы колеблются вдоль линии локализации, а во втором - поперек. Анало­
гично были получены одномерные ДБ Сиверса-Такено и Пэйджа, основанные
на ДНКМ 9, см. рисунки 4.3 и 4.4 с колебаниями частиц вдоль и поперек линии
локализации, соответственно. При этом ДБ, основанные на ДНКМ 6 локали­
зованы вдоль линии 𝑥 = const или 𝑦 = const, а ДБ, основанные на ДНКМ 9,
вдоль линии 𝑦 = 𝑥 или 𝑦 = −𝑥.

Получен и обычный ДБ, локализованный в обоих пространственных изме­
рениях, см. рисунок 4.5. Данный ДБ основан на ДНКМ 9 и имеет время жизни
сотни периодов колебаний. Получить аналогичный ДБ на основе ДНКМ 6 не
удалось, поскольку он показывал значительно меньшее время жизни.

Движущиеся одномерные ДБ были получены как на основе ДНКМ 6, так и
ДНКМ 9, см. рисунки 4.6 и 4.7. Движущийся ДБ, изображенный на рисунке 4.6,
преодолевает одно расстояние между частицами за 730 периодов колебаний, а
ДБ, показанный на рисунке 4.7, проходит то же расстояние за 115 периодов
колебаний.
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Заключение

Основные результаты работы можно сформулировать следующем обра­
зом:

1. Аналитически получено дисперсионное соотношение, а также ампли­
тудно-частотные характеристики 16-и возможных ДНКМ квадратной
решетки с дальнодействующим потенциалом 𝛽-ФПУЦ; доказано, что 5
из 16-и ДНКМ могут иметь частоту выше фононного спектра, а именно
ДНКМ 1, 6, 7, 9 и 16. Данные ДНКМ могут использоваться для поиска
ДБ.

2. Путем наложения локализующих функций на ДНКМ в квадратной ре­
шетке с дальнодействующим потенциалом получены новые стационар­
ные ДБ на основе ДНКМ 6 и 9. Такие ДБ не могут существовать в ре­
шетке без учета дальнодействующих сил, что открывает возможность
поиска новых типов ДБ в кристаллах с дальнодействующими взаимо­
действиями, например, с металлической и ионной связью. Показано,
что при смещении центра локализующей функции из высоко-симмет­
ричного положения решетки, на основе ДНКМ 16 может быть получен
движущийся ДБ.

3. Исследован эффект супратрансмиссии от пары колеблющихся атомов,
при этом найдены критические частоты в зависимости от амплитуды
вынужденных колебаний, при превышении которых энергия перестает
поступать в решетку. Если частота вынужденных колебаний близка к
критической, то ДБ испускаются почти периодически и симметрично,
а при приближении частоты воздействия к границе фононного спектра
испускание ДБ становится асимметричным, что связано с возбуждени­
ем ДБ различной симметрии.

4. При изучении супратрансмиссии от ряда колеблющихся атомов ранее
было установлено, что ДБ могут испускаться при внешнем воздействии
на частоте внутри фононного спектра близко к его верхней границе. По­
казано, что данный вывод сохраняется и при учете дальнодействующих
взаимодействий.
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Исходя из представленных выводов по задачам, поставленным в рамках
данного исследования, можно заключить, что в условиях нелинейности рассмат­
риваемых решеток при учете дальнодействующего потенциала 𝛽–ФПУЦ воз­
можны новые типы ДБ, которые не реализуются в решетке со взаимодействием
только между первыми и вторыми соседями. Дальнодействующие взаимодей­
ствия реализуются, например, в кристаллах с металлической и ионной связью.
Данная работа также вносит вклад в развитие знаний о транспорте энергии в
квадратной решетке. Доказано, что при наложении функций локализации на
делокализованные нелинейные колебательные моды и при помощи механизма
супратрансмисии возможно численное возбуждение движущихся дискретных
бризеров, способных к переносу энергии. Перспективой дальнейшего развития
существующей работы является использование разработанных методов числен­
ного возбуждения стационарных и движущихся дискретных бризеров в трех­
мерных решетках.
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Список рисунков

1.1 Шестнадцать однокомпонентных ДНКМ квадратной решетки
[159]. Показаны вектора начальных смещений частиц,
приводящих, при нулевых начальных скоростях, к возбуждению
ДНКМ. Трансляционные ячейки паттернов смещений выделены
оранжевым . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2 Частицы квадратной решетки с шагом ℎ, обозначенные черными
точками. Частицы пронумерованы индексами 𝑖, 𝑗; показана
также и нумерация связей. Рассмотрены взаимодействия вплоть
до четвертого ближайшего соседа . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1 Пять однокомпонентных ДНКМ квадратной решетки с
волновыми векторами на границе первой зоны Бриллюэна.
ДНКМ могут быть возбуждены при начальных перемещениях
частиц, показанных стрелками, и нулевых начальных скоростях.
Все начальные векторы смещения имеют одинаковую длину 𝐴

(амплитуда ДНКМ). Периоды трансляции для ДНКМ показаны
оранжевыми линиями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2 (а) Первая зона Бриллюэна квадратной решетки.
Высокосимметричные точки обозначены заглавными греческими
буквами Γ, X, M и Z. Волновые векторы на изображениях 1 и 16
расположены в точке X (красные точки). ДНКМ 6 и 9 имеют
волновые векторы в точке M отмечены синими точками. ДНКМ
7 имеет олновые векторы в точке Z (зеленые очки). (б) ДНКМ
16 - это сумма ДНКМ 1 и её поворота на 90∘. (в) ДНКМ 6 - это
сумма ДНКМ 9 и её поворота на 90∘ . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.3 Дисперсионные соотношения вдоль линии 𝑞 = 𝜋 в первой зоне
Бриллюэна для трех наборов параметров модели,
представленных в таблице 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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2.4 Амплитудно-частотные характеристики для ДНКМ (a) 1 и 6, (б)
9 и 16. Сплошными линиями показана аналитическая оценка с
использованием кубического приближения, см. уравнения (2.18),
(2.22), (2.26) и (2.30), в то время как пунктирные линии
показывают численный (точный) результат. Горизонтальная
линия показывает максимальную частоту фононов. Для
выбранных параметров 𝑘1 = 𝑘2 = 1, 𝑘3 = 4/5 и 𝑘4 = 5/8,
частоты ДНКМ имеют одинаковую частоту 𝜔 = 3 в пределе
малых амплитуд . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.1 Квадратная решетка частиц с нумерацией узлов индексами 𝑖, 𝑗.
Рассматриваются связи только с ближайшими (красные линии)
и вторыми (зелёные линии) соседями. Показана принятая
нумерация связей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2 Два способа внешнего воздействия на квадратную решетку,
исследуемые в данной работе: (a) пара атомов совершает
вынужденные колебания в противофазе или с некоторым
сдвигом фазы по гармоническому закону; (б)
плотноупакованный ряд частиц движется вынужденно по
гармоническому закону . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3 Зависимость полной энергии частиц решетки, нормированной на
число частиц, от времени для (a) 𝐴=0,02 и (б) 𝐴=0,09.
Результаты для разных значений Ω показаны кривыми разных
цветов в соответствии с условными обозначениями. Напомним,
что согласно уравнению (3.1) случай Ω = 1 соответствует
возбуждению с частотой на верхнем краю фононного спектра.
Две приводимые в движение частицы колеблются в
противофазе, поскольку задано значение 𝜑 = 0 . . . . . . . . . . . 48

3.4 Критическое значение Ω* как функция амплитуды возбуждения
𝐴 для различных значений 𝜑, указанных в легенде . . . . . . . . 49
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3.5 Распределение энергии в вычислительной ячейке в момент
времени 𝑡 = 250 для вынужденного движения пары частиц с
амплитудой 𝐴 = 0,07, сдвигом фазы 𝜙 = 0 и значением Ω,
указанным на каждой панели. Критическое значение частоты
составляет Ω* = 0,012. Интенсивность красного цвета
увеличивается с увеличением суммарной энергии частиц. Можно
видеть ДБ, излучаемые двумя движущимися частицами,
которые показаны черным цветом в середине рисунков . . . . . . 50

3.6 То же, что и на рисунке 3.5, но для амплитуды возбуждения
𝐴 = 0,09. В этом случае критическая частота равна Ω* = 1,018 . 51

3.7 То же, что и на рисунке 3.5, но для амплитуды возбуждения
𝐴 = 0,11. В этом случае критическая частота равна Ω* = 1,026 . 52

3.8 Скорость первого ДБ, испущенного парой частиц, совершающих
вынужденное движение с амплитудой 𝐴, частотой Ω немного
ниже Ω* и сдвигом фазы 𝜑 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.9 Нормированная мощность источника энергии в виде ряда
частиц, совершающих вынужденные колебания по закону (3.13),
как функция частоты внешнего воздействия Ω, нормированной
на максимальную частоту фононного спектра. Данный
результат получен в гармоническом приближении и выражен
уравнением (3.19) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.10 Плотность энергии как функция номера ряда частиц 𝑖 в момент
времени 𝑡 = 400. Атомный ряд, совершающий вынужденное
движение, находится слева при 𝑖 = 0. Амплитуда вынужденного
движения равна 𝐴 = 0,05, а частота (a) Ω = 0,9𝜔max и (б)
Ω = 0,97𝜔max. Представлены результаты для одномерной модели
(𝐽 = 1). Горизонтальные красные линии показывают плотность
энергии фонона: (a) 𝑒 = 0,0081 и (б) 𝑒 = 0,0094, рассчитанные
по (3.15). Предполагаемое из линейной теории положение
фронта волны, рассчитанное из (3.17), показано вертикальной
голубой линией. На (а), излучаемая фононная волна
неустойчива, в результате чего она распадается на волновые
пакеты с основной частотой колебаний 0,9292𝜔max, то есть
внутри фононного спектра. На (б) излучаются ДБ с основной
частотой колебаний 1,001𝜔max, то есть выше фононного спектра . 55
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4.1 Линейные ДБ основанные на ДНКМ 6. Траектории частиц
показаны черным цветом. Параметры уравнения, задающего
линию локализации (4.1) и функцию локализации (4.2) равны
(a) 𝑝1 = 0, 𝑝2 = 1, 𝑝3 = 0, 𝐴 = 0,25 и 𝜅 = 2,99; (б) 𝑝1 = 0, 𝑝2 = 1,
𝑝3 = ℎ/2, 𝐴 = 0,25 и 𝜅 = 2,01. Функции локализации заданы
уравнениями (4.4) и (4.5), соответственно. Линии около которых
локализованы ДБ показаны красным. В данном случае частицы
колеблются вдоль линии локализации. Частицы показаны в
момент максимального отклонения от равновесных положений.
На рисунках (а) и (б) показаны моды Сиверса-Такено и Пейджа
соответственно . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.2 Линейные ДБ, основанные на ДНКМ 6, с частицами,
колеблющимися перпендикулярно линии локализации,
показанной красным цветом. Параметрами линии локализации
(4.1) и функции локализации (4.2) являются (a) 𝑝1 = 1, 𝑝2 = 0,
𝑝3 = 0, 𝐴 = 0,15 и 𝜅 = 0,94; (б) 𝑝1 = 1, 𝑝2 = 0, 𝑝3 = ℎ/2, 𝐴 = 0,15

и 𝜅 = 0,89. Смещения частиц для наглядности умножены на
коэффициент 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.3 Линейные ДБ, основанные на ДНКМ 9, с частицами,
колеблющимися вдоль линии локализации, которая показана
красным цветом. Траектории частиц показаны черным цветом.
Параметрами линии локализации (4.1) и функции
локализации (4.2) на (а) являются 𝑝1 = −1, 𝑝2 = 1, 𝑝3 = 0,
𝐴 = 0,15 и 𝜅 = 1,25; и на (б) 𝑝1 = −1, 𝑝2 = 1, 𝑝3 = ℎ/2, 𝐴 = 0,15

и 𝜅 = 1,25. Смещения частиц умножены на 2 для наглядности . . 66
4.4 Линейные ДБ, основанные на ДНКМ 9, с частицами,

колеблющимися перпендикулярно линии локализации,
показанной красным цветом. Параметрами линии
локализации (4.1) и функции локализации (4.2) являются (a)
𝑝1 = −1, 𝑝2 = 1, 𝑝3 = 0, 𝐴 = 0,15 и 𝜅 = 0,48; (б) 𝑝1 = −1, 𝑝2 = 1,
𝑝3 = ℎ/2, 𝐴 = 0,15 и 𝜅 = 0,48. Смещения частиц умножены на 2
для большей наглядности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67



99

4.5 ДБ основанные на ДНКМ 9; ортогональные линии локализации
показаны красным, а траектории частиц - черным. Параметрами
прямых (4.6) и функции локализации (4.8) являются: (a)
𝑝1 = −1, 𝑝2 = 1, 𝑝3 = 0, 𝑝4 = 0, 𝐴 = 0,15, 𝜅1 = 0,65 и 𝜅2 = 1,7; (б)
𝑝1 = −1, 𝑝2 = 1, 𝑝3 = 0, 𝑝4 = −ℎ, 𝐴 = 0,15 и 𝜅1 = 0,65, 𝜅2 = 1,7.
Смещения частиц умножены на коэффициент 2 . . . . . . . . . . 68

4.6 Движущийся ДБ основаный на ДНКМ 6. Показаны амплитуды
колебаний частиц ряда 𝑗 = 0 в зависимости от времени.
Частицы пронумерованы индексом 𝑖, как указано для каждой
кривой. Параметры линейной жесткости соответствуют набору
праметров 1 из таблицы 1. Параметрами функции
локализации (4.10) являются: 𝐴 = 0,05, 𝜔DB = 3,05, 𝜅 = 0,35, и
рассматриваются различные значения сдвига фазы 𝜌: (а,б) 0,06
и (в) 0,15. Параметры уравнения прямой локализации (4.1)
следующие: на (a) 𝑝1 = 1, 𝑝2 = 0, 𝑝3 = 0 (центр локализации
помещен на вертикальный ряд частиц); на (б,в) то же, кроме
𝑝3 = ℎ/2 (центр локализации располагается посередине между
двумя вертикальными рядами частиц) . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.7 Движущийся ДБ основанный на ДНКМ 9. Показаны амплитуды
колебаний частиц ряда 𝑗 = 𝐽/2 как функции времени. Частицы
пронумерованы индексом 𝑖, как указано для каждой кривой.
Параметры линейной жесткости соответствуют набору 1 из
таблицы 1. Параметры уравнения (4.10) следующие: 𝐴 = 0,05,
𝜔DB = 3,04, 𝜅 = 0,33 и сдвиг фазы 𝜌 = 0,15. Параметры прямой
локализации (4.1) следующие: 𝑝1 = −1, 𝑝2 = 1, 𝑝3 = 0

(начальная конфигурация на диагональном ряду частиц) . . . . 71



100

Список таблиц

1 Три набора параметров модели, рассматриваемые в данной
работе. В последнем столбце указана точка первой зоны
Бриллюэна в которой достигается максимальная частота
фононного спектра и соответствующие ДНКМ . . . . . . . . . . . 22
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